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Vj§ ({§©� ~¡ ~0}¤{ }©ª��{ª�¡ ¡� {¨�©¬0«{~{«¡ª�¡ G = 6.67384(80)× 10−11 u «2 ¦£−2S
y¡ ¤{ª ¡��{|§¡}0~© ©��©� ({§©�¡� }©ª��{ª�¡� {¨�©¬0«{~©� )ª0(¡��{§¡�Q {§£)ª©� ~¡ ¡§§©� �©ª_
t{�{ ~¡ §{ z0¡��{ MT = 5.9736 × 1024kgQ t{�{ ~¡ §{ s)ª{ ML = 0.07349 × 1024kgQ
~0��{ª}0{ ~¡ §{ z0¡��{ { §{ s)ª{ r1 = 3.844× 108mS
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�t→0

�x

�t
=

dx

dt

�¡ª~0¡ª�¡ ~¡ §{ §�ª¡{ �{ª£¡ª�¡ { §{ })�({ x ¢)ª}0�ª ~¡ tS

s{ �{¨0~¡® 0ª��{ª��ª¡{ �¡ ¨¡�«0�¡ ©|�¡ª¡� 0ª¢©�«{}0�ª �©|�¡ §{ �{¨0~¡®
~¡ )ª })¡�¨© ¡ª )ª 0ª��{ª�¡ ~¡ �0¡«¨© ~¡�¡�«0ª{~©  ¡ª )ª ¨)ª�© ¡�¨¡}�<}©
~¡§ �¡}©��0~©S

i¡<ª0}0�ª WSX s{ �{¨0~¡® 0ª��{ª��ª¡{ ¡��{ ~{~{ ¨©�_

r(t) = ĺım
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�t

}){ª~© �t �0¡ª~¡
{ }¡�©S y0 �¡¨�¡�¡ª�{«©� §{ (¡§©}0~{~ ¡ª ¢)ª}0�ª ~¡§ �0¡«¨©Q §{ {}¡§¡�{}0�ª
0ª��{ª��ª¡{ ¡ª ¡§ �0¡«¨© t �¡ ~¡<ª¡ }©«© §{ ¨¡ª~0¡ª�¡ ~¡ §{ §�ª¡{ �{ª£¡ª�¡ {
§{ })�({ ¡ª ¡�¡ �0¡«¨©S

i¡<ª0}0�ª WSY s{ {}¡§¡�{}0�ª 0ª��{ª��ª¡{ ¡��{ ~{~{ ¨©�_

ax = ĺım
�t→0

�vx
�t

=
dvx
dt

�¡ª~0¡ª�¡ ~¡ §{ §�ª¡{ �{ª£¡ª�¡ { §{ })�({ ~¡ v ¡ª ¢)ª}0�ª ~¡ tS

i¡<ª0}0�ª WSZ s{ (¡§©}0~{~ {ª£)§{� ω ¡� ¡§ {�}© �¡}©��0~© θQ ¡¬¨�¡�{~©
¡ª �{~0{ª¡� ¨©� )ª0~{~ ~¡ �0¡«¨©Ss{ (¡§©}0~{~ {ª£)§{� ¡ª ¡§ 0ª��{ª�¡ t0 ¡�_

ω = ĺım
∆t→0

∆θ

∆t
= ĺım

t→t0

θ0 − θt
t0 − t

=
dθ

dt
, MWSWN

�0¡ª~© θ0 ¡§ �ª£)§© ¡ª ¡§ 0ª��{ª�¡ t0  θt ¡§ �ª£)§© ¡ª ¡§ 0ª��{ª�¡ tS



] hf��z�sv WS zjvx�f

�©� ª©�«{ £¡ª¡�{§Q �¡ }{§})§{ ¨)ª�){§«¡ª�¡ «¡~0{ª�¡ §©� §�«0�¡� ¡ª }{~{ )ª©
~¡ §©� 0ª��{ª�¡�S

i¡<ª0}0�ª WS[ s{ {}¡§¡�{}0�ª {ª£)§{� α ~¡ )ª ©|¥¡�© ¡� §{ �¡§{}0�ª }©ª
§{ }){§ }{«|0{ �) (¡§©}0~{~ {ª£)§{� }©ª �¡�¨¡}�© {§ �0¡«¨©S

y0 §{ (¡§©}0~{~ {ª£)§{� }{«|0{ )ª0¢©�«¡«¡ª�¡ ~¡ ω0 { ωf ¡ª )ª �0¡«¨© tQ
¡ª�©ª}¡�

α =
ωf − ω0

t
. MWSXN

i©ª~¡ ω0 ¡� §{ (¡§©}0~{~ {ª£)§{� 0ª0}0{§  ωf ¡� §{ (¡§©}0~{~ {ª£)§{� <ª{§S

i¡<ª0}0�ª WS\ s{ ¡ª¡�£�{ ¨©�¡ª}0{§ ¡� §{ ¡ª¡�£�{ �)¡ )ª ©|¥¡�© ¨©�¡¡
~¡|0~© { �) ¨©�0}0�ª ¡ª )ª }{«¨© ~¡ ¢)¡�®{�S

s{ ¡ª¡�£�{ ¨©�¡ª}0{§ �¡ {�©}0{ }©ª §{� ¢)¡�®{� �)¡ {}��{ª �©|�¡ )ª })¡�¨©
~¡ �{§ «{ª¡�{ �)¡ ¡��© ��§© ~¡¨¡ª~¡ ~¡ §{ ¨©�0}0�ª ~¡§ })¡�¨© ¡ª ¡§ ¡�¨{}0©`
¡��{� ¢)¡�®{� ¨)¡~¡ª �¡� �¡¨�¡�¡ª�{~{� ¨©� )ª (¡}�©� ¡ª }){§�)0¡� ¨)ª�© ~¡§
¡�¨{}0© ¢©�«{ª~© §© �)¡ �¡ }©ª©}¡ }©«© }{«¨© (¡}�©�0{§ ~¡ ¢)¡�®{� © }{«¨©
~¡ ¢)¡�®{�S

i¡<ª0}0�ª WS] s{ ¡ª¡�£�{ }0ª��0}{ ¡� §{ ¡ª¡�£�{ {�©}0{~{ { §©� })¡�¨©�
�)¡ �¡ ¡ª})¡ª��{ª ¡ª «©(0«0¡ª�©Q ~¡¨¡ª~¡ ~¡ §{ «{�{  ~¡ §{ (¡§©}0~{~ ~¡§
})¡�¨©  �¡ �¡¨�¡�¡ª�{ { ��{(�� ~¡ §{ �0£)0¡ª�¡ ¡}){}0�ª_

Ec :=
1

2
mv2, MWSYN

~©ª~¡
Ec :=¡ª¡�£�{ }0ª��0}{ «¡~0~{ ¡ª o©)§¡� (J)Q
m :=«{�{ «¡~0~{ ¡ª ¦0§©£�{«©� (Kg)Q
v :=(¡§©}0~{~ «¡~0~{ ¡ª «¡��©� �©|�¡ �¡£)ª~© (m/s)S

i¡<ª0}0�ª WS^ j§ «©(0«0¡ª�© �¡}�0§�ª¡© )ª0¢©�«¡«¡ª�¡ {}¡§¡�{~©
Mtx�fN ¡� ¡§ «©(0«0¡ª�© ~¡ )ª{ ¨{���})§{ © })¡�¨© ¨©� )ª{ §�ª¡{ �¡}�{
}©ª )ª{ {}¡§¡�{}0�ª }©ª��{ª�¡S



WSVS zjvx�f k�ynhf ^

j§ «©(0«0¡ª�© )ª0¢©�«¡«¡ª�¡ {}¡§¡�{~© ¨)¡~¡ ~¡�}�0|0��¡ ¨©� §{� }0ª}©
¡}){}0©ª¡� ~¡ «©(0«0¡ª�©_

x = v̄t,

v̄ =
vf + v0

2
,

a =
vf − v0

t
,

vf
2 = v0

2 + 2ax,

x = v0t+
at2

2
.

i¡<ª0}0�ª WSVU h){§�)0¡� «©(0«0¡ª�© �©|�¡ )ª }{«0ª© })�(©Q �¡¨�¡�¡ª�{
)ª «©(0«0¡ª�© {}¡§¡�{~©Q  ¨©� �{ª�© �¡�)0¡�¡ )ª{ ¢)¡�®{ ~0�0£0~{ ¤{}0{ ¡§
}¡ª��© ~¡ §{ })�({�)�{ ~¡§ }{«0ª©S j��{ ¢)¡�®{ �¡ §§{«{ ¢)¡�®{ }¡ª���¨¡�{
�)¡ �0£ª0<}{ ¢)¡�®{ G|)�}{ª~© ¡§ }¡ª��©GS s{ ¢)¡�®{ �0¡ª¡ §{ «{£ª0�)~

Fcen = m
v2

r
, MWSZN

~©ª~¡
m := masaQ
v := velocidad 
r := radioS

ñ��{ ¡� )ª{ ¢)¡�®{ ª© ¡�)0§0|�{~{ �)¡ {}��{ �©|�¡ §{ «{�{ m �)¡ �¡ «)¡(¡ {
§© §{�£© ~¡ )ª{ ��{¡}�©�0{ }0�})§{� ~¡ �{~0© rQ ¨{�{ 0«¨�0«0�§¡ §{ {}¡§¡�{}0�ª
}¡ª���¨¡�{ v2

r
S f ¨{��0� ~¡ F = maQ �¡ª¡«©�

Fcen =
mv2

r
= mω2r.

i¡<ª0}0�ª WSVV s{ ¡¬¨�¡�0�ª £¡ª¡�{§ ¨{�{ §{ ¡ª¡�£�{ ¨©�¡ª}0{§ £�{(0�{R
}0©ª{§Q �)�£¡ ~¡ §{ §¡ ~¡ §{ £�{(¡~{~Q  ¡� 0£){§ {§ ��{|{¥© �¡{§0®{~© }©ª��{
§{ £�{(¡~{~Q ¨{�{ §§¡({� )ª{ «{�{ { )ª ¨)ª�© ~¡�¡�«0ª{~© ~¡§ ¡�¨{}0©S

s{ ¢©�«{ £¡ª¡�{§ ~¡ §{ ¡ª¡�£�{ ¨©�¡ª}0{§ £�{(0�{}0©ª{§ ~¡ )ª{ «{�{ m ¡�_

Epg = −G ·M ·m
r

, MWS[N

~©ª~¡ G ¡� §{ }©ª��{ª�¡ £�{(0�{}0©ª{§Q M ¡� §{ «{�{ ~¡§ })¡�¨© {��{}�0(©Q m
¡� §{ «{�{ ~¡§ })¡�¨© {��{0~©  r ¡� §{ ~0��{ª}0{ ¡ª��¡ �)� }¡ª��©�S



VU hf��z�sv WS zjvx�f

s{ ¢)¡�®{ �¡ {}¡�}{ { }¡�© ¨{�{ £�{ª~¡� ~0��{ª}0{�Q  ¨©� �{ª�© }©|�{ �¡ª�0R
~© ¡§¡£0� ¡§ }¡�© ~¡ ¡ª¡�£�{ ¨©�¡ª}0{§ £�{(0�{}0©ª{§ { )ª{ ~0��{ª}0{ ¡¬�¡�0©�
0ª<ª0�{S jª�©ª}¡�Q §{ ¡ª¡�£�{ ¨©�¡ª}0{§ £�{(0�{}0©ª{§ }¡�}{ ~¡ )ª ¨§{ª¡�{ ¡�
ª¡£{�0({Q ¨)¡��© �)¡ §{ £�{(¡~{~ �¡{§0®{ )ª ��{|{¥© ¨©�0�0(© }){ª~© �¡ {}¡�}{
§{ «{�{S
x¡}©�~{ª~© �)¡ ¡§ ��{|{¥© ¡� ¡§ ¨�©~)}�© ~¡ )ª{ ¢)¡�®{ {¨§0}{~{ �©|�¡ )ª
})¡�¨©  ~¡§ ~¡�¨§{®{«0¡ª�© ~¡§ })¡�¨© ¡ª §{ ~0�¡}}0�ª ~¡ ¡��{ ¢)¡�®{S t0¡ªR
��{� �¡ �¡{§0®{ ��{|{¥© �©|�¡ ¡§ })¡�¨©Q �¡ ¨�©~)}¡ )ª{ ��{ª�¢¡�¡ª}0{ ~¡ ¡ª¡�£�{
{§ «0�«©Q ¨©� §© �)¡ ¨)¡~¡ ~¡}0��¡ �)¡ ¡§ ��{|{¥© ¡� ¡ª¡�£�{ ¡ª «©(0«0¡ª�©S

i¡<ª0}0�ª WSVW ��0ª}0¨0© ~¡ }©ª�¡�({}0�ª ~¡ §{ ¡ª¡�£�{ «¡}�ª0}{_
jª )ª �0��¡«{ {0�§{~©WQ �¡ «{ª�0¡ª¡ }©ª��{ª�¡ §{ ¡ª¡�£�{ �©�{§ ~¡§ �0��¡«{S
j� ~¡}0�Q §{ ¡ª¡�£�{ �¡ }©ª�¡�({S

Em = Ec + Ep = ET , MWS\N

~©ª~¡ Em :=¡ª¡�£�{ «¡}�ª0}{S

i¡<ª0}0�ª WSVX s{ (¡§©}0~{~ ~¡ ¡�}{¨¡ ¡� §{ (¡§©}0~{~ }©ª §{ �)¡ ~¡|¡
§{ª®{��¡ )ª })¡�¨© ¨{�{ �)¡ §§¡£)¡ {§ 0ª<ª0�© }©ª (¡§©}0~{~ }¡�©S j� ~¡}0�Q ¡�
§{ (¡§©}0~{~ «�ª0«{ }©ª §{ �)¡ ~¡|¡ §{ª®{��¡ ¡§ })¡�¨© ¨{�{ �)¡ ¡�}{¨¡ ~¡ §{
{��{}}0�ª £�{(0�{�©�0{ ~¡ §{ z0¡��{ © ~¡ }){§�)0¡� ©��© {���©S

y¡ { ¡��{|§¡}0~© ~¡ «{ª¡�{ )ª0(¡��{§ §{ (¡§©}0~{~ ~¡ ¡�}{¨¡ ~¡ §{ £�{(¡~{~
�¡��¡���¡ }©«© v = 11.2km/s = 40.320km/hS

i¡<ª0}0�ª WSVY jª ¢��0}{Q ¡§ }{«¨© £�{(0�{�©�0© © }{«¨© £�{(0�{}0©R
ª{§ ¡� )ª }{«¨© ~¡ ¢)¡�®{� �)¡ �¡¨�¡�¡ª�{ §{ £�{(¡~{~S

k0£)�{ WSY_ h{«¨© £�{(0�{�©�0©S

W�ª �0��¡«{ {0�§{~© ¡� {�)¡§ �)¡ ª© ¨)¡~¡ 0ª�¡�}{«|0{� ¡ª¡�£�{Q ª0 «{�¡�0{ M«{�{N }©ª
�) ¡ª�©�ª©S



WSVS zjvx�f k�ynhf VV

WSVSZS l�{~0¡ª�¡Q §{£�{ª£0{ª©  ¤{«0§�©ª0{ª©

i¡<ª0}0�ª WSVZ y0 f : U ⊂ R3 → R ¡� ~0¢¡�¡ª}0{|§¡Q ¡§ £�{~0¡ª�¡ ~¡ f ¡ª
(x, y, z) ¡� ¡§ (¡}�©� ~{~© ¨©�

�f =

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

)
,

¡��¡ (¡}�©� �{«|0�ª �¡ ~¡ª©�{ ¨©� �f(x, y, z)S �©� �{ª�©Q �f ¡� §{ «{��0® ~¡
§{ ~¡�0({~{ if ¡�}�0�{ }©«© (¡}�©�S

j§ §{£�{ª£0{ª© ¡� )ª{ ¢)ª}0�ª ¡�}{§{� { ¨{��0� ~¡ §{ }){§ �¡ ¨)¡~¡ ©|�¡ª¡�
§{ ¡(©§)}0�ª �¡«¨©�{§Q §{� §¡¡� ~¡ }©ª�¡�({}0�ª  ©��{� ¨�©¨0¡~{~¡� 0«¨©�R
�{ª�¡� ~¡ )ª �0��¡«{ ~0ª�«0}©S i¡ ¤¡}¤©Q ¡ª ¢��0}{ «©~¡�ª{ ¡§ §{£�{ª£0{ª©
�¡ }©ª�0~¡�{ ¡§ ©¨¡�{~©� «�� ¢)ª~{«¡ª�{§ �)¡ ~¡�}�0|¡ )ª �0��¡«{ ¢��0}©S

i¡<ª0}0�ª WSV[ y¡ ~¡<ª¡ ¡§ §{£�{ª£0{ª© }©«© §{ ~0¢¡�¡ª}0{ ¡ª��¡ �) ¡ª¡�R
£�{ }0ª��0}{ Ec  �) ¡ª¡�£�{ ¨©�¡ª}0{§ Ep_

L = Ec − Ep.

j§ ¡��{~© ~¡ )ª �0��¡«{ (0¡ª¡ ~¡<ª0~© ¨©� �) ¨©�0}0�ª ~¡<ª0~{ ¨©� �)� }©©�R
~¡ª{~{� q1, q2, ..., qR  �) (¡§©}0~{~ ~¡<ª0~{ ¨©� §{� ~¡�0({~{� dq1

dt
, dq2

dt
, ..., dqR

dt

~¡ {�)¡§§{� }©©�~¡ª{~{� �¡�¨¡}�© {§ �0¡«¨©S y¡ ¨)¡~¡ �¡¨�¡�¡ª�{� §{ ¨©�0R
}0�ª ~¡§ �0��¡«{ ¡ª }{~{ 0ª��{ª�¡ ¡ª )ª ¡�¨{}0© ~¡ R ~0«¡ª�0©ª¡�Q ¡§ ¡�¨{}0©
~¡ }©ª<£)�{}0�ªXQ ¨©� )ª ¨)ª�© M }){� }©©�~¡ª{~{� ¡ª ¡��¡ ¡�¨{}0© �©ª
q1, q2, ..., qRS j§ ©|¥¡�© ~¡ §{ t¡}�ª0}{ h§��0}{ }©ª�0��¡ ¡ª ¢©�«)§{� §{� §¡R
¡� ~¡ ¡(©§)}0�ª ~¡§ �0��¡«{ ¡ª ¢)ª}0�ª ~¡§ �0¡«¨©Q ©Q �0 �¡ ¨�¡<¡�¡Q §{� §¡¡�
~¡§ «©(0«0¡ª�© ~¡ �) ¨)ª�© �¡¨�¡�¡ª�{�0(© M Q ¡ª ¡§ ¡�¨{}0© ~¡ }©ª<£)�{}0�ªS

y¡ ¨)¡~¡ª ¡�}�0|0� §{� §¡¡� ~¡§ «©(0«0¡ª�© 0ª��©~)}0¡ª~© )ª{ }0¡��{ ¢)ªR
}0�ª }{�{}�¡����0}{ ~¡§ �0��¡«{Q §{ ¢)ª}0�ª ~¡ s{£�{ª£¡S

L ≡ L(q1, q2, ..., qR;
dq1
dt

,
dq2
dt

, ...,
dqR
dt

; t).

Xj� ¡§ ¡�¨{}0© ~¡ �©~{� §{� ¨©�0|§¡� ¨©�0}0©ª¡� 0ª��{ª��ª¡{� ~¡ )ª �0��¡«{ «¡}�ª0}©S s©�
�0��¡«{� «¡}�ª0}©� �©ª {�)¡§§©� �0��¡«{� }©ª��0�)0~©� ¢)ª~{«¡ª�{§«¡ª�¡ ¨©� }©«¨©ª¡ªR
�¡�Q ~0�¨©�0�0(©� © ¡§¡«¡ª�©� �)¡ �0¡ª¡ª }©«© ¢)ª}0�ª ¡�¨¡}�<}{ ��{ª�¢©�«{� © ��{ª�«0�0�
¡§ «©(0«0¡ª�© ~¡�~¡ §{� ¢)¡ª�¡� �)¡ §© £¡ª¡�{ªQ {§ ��{ª�¢©�«{� ~0��0ª�©� �0¨©� ~¡ ¡ª¡�£�{S
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s{� }©©�~¡ª{~{� q �{�0�¢{}¡ª { §{� R ¡}){}0©ª¡� ~0¢¡�¡ª}0{§¡� ~¡ �¡£)ª~©
©�~¡ª M¡}){}0©ª¡� ~¡ s{£�{ª£¡N_

d

dt

(
∂L

∂ dqr
dt

)
− ∂L

∂qr
= 0

}©ª r = 1, 2, ..., RS

s{� }{ª�0~{~¡� pr ≡ ∂L

∂( dqr
dt

)
Q }©ª r = 1, 2, ..., RQ �)¡ 0ª�¡�(0¡ª¡ª ¡ª ¡��{�

¡}){}0©ª¡�Q �¡ §§{«{ª «©«¡ª�©� }©ª¥)£{~©� ~¡ s{£�{ª£¡S
v��{ ¢©�«{ ¨{��0})§{�«¡ª�¡ ��0§ ¡� §{ ¢©�«{ }{ª�ª0}{ ~¡ m{«0§�©ªQ ~¡<ª0«©�
§{ ¢)ª}0�ª ~¡ m{«0§�©ª_

H ≡ H(q1, q2, ..., qR; p1, p2, ..., pR; t) =
R∑

r=1

dqr
dt

∂L

∂ dqr
dt

− L.

s{� ¡}){}0©ª¡� ~¡§ «©(0«0¡ª�© �¡ ¨©ª¡ª ¡ª §{ ¢©�«{ }{ª�ª0}{

dqr
dt

=
∂H

∂pr
,
dpr
dt

= −∂H

∂qr

}©ª r = 1, 2, ..., R. y©ª ¡}){}0©ª¡� ~0¢¡�¡ª}0{§¡� ~¡ ¨�0«¡� ©�~¡ªS g{��{ }©ª
}©ª©}¡� §{� }©©�~¡ª{~{�  §©� «©«¡ª�©� ¡ª ¡§ 0ª��{ª�¡ 0ª0}0{§ ¨{�{ ~¡�¡�«0R
ª{� �) ({§©� ¡ª }){§�)0¡� 0ª��{ª�¡ ¨©��¡�0©�S f��Q }){ª~© H ª© ~¡¨¡ª~¡ ~¡§
�0¡«¨©Q ¨©� �©~© ¨)ª�© p ~¡§ ¡�¨{}0© ¨{�{ )ª{  �©§© )ª{ ��{¡}�©�0{ �)¡
�¡�¨�¡�¡ª�{ )ª «©(0«0¡ª�© ¨©�0|§¡ ~¡§ �0��¡«{S
jª {§£)ª©� }{�©�Q L ¡� §{ ~0¢¡�¡ª}0{ ¡ª��¡ §{ ¡ª¡�£�{ }0ª��0}{ T  §{ ¡ª¡�£0{
¨©�¡ª}0{§ V Q H = T + V ¡� §{ ¡ª¡�£�{ �©�{§ ~¡§ �0��¡«{ ¡¬¨�¡�{~{ ¡ª ¢)ª}0�ª
~¡ §{� q  ~¡ §{� pS i¡ §{� ¡}){}0©ª¡� ~¡ m{«0§�©ª �¡ ~¡~)}¡ �)¡

dH

dt
=

∂H

∂t
.

i¡<ª0}0�ª WSV\ t©«¡ª�© h©ª¥)£{~©S �{�{ ¡��{ ~¡<ª0}0�ª ({«©� { �)R
¨©ª¡� �)¡ )ª ¨)ª�© «{�¡�0{§ ~¡ «{�{ m ¡��� ¡ª «©(0«0¡ª�© ¡ª )ª �0��¡«{
~¡ �¡¢¡�¡ª}0{ ©��©ª©�«{§Y (O, x, y, z)S y0 T = 1

2
m((dx

dt
)2 + (dy

dt
)2 + (dz

dt
)2) ¡�

�) ¡ª¡�£�{ }0ª	�0}{  V (x, y, z) �) ¡ª¡�£�{ ¨©�¡ª}0{§Q �) §{£�{ª£0{ª© �0¡ª¡ ¨©�
¡¬¨�¡�0�ª_ L(x, y, z, dx

dt
, dy
dt
, dz
dt
, t) = Ec − EpS j§ «©«¡ª�© }©ª¥)£{~© �¡�¨¡}�©

{ x ¡�Q ¨©� ~¡<ª0}0�ª_ px = ∂L
∂( dx

dt
)
S fª�§©£{«¡ª�¡Q §©� «©«¡ª�©� }©ª¥)£{~©�

~¡ y  z �©ª_ py = ∂L

∂( dy
dt

)
Q pz = ∂L

∂( dz
dt

)
Q �¡�¨¡}�0({«¡ª�¡S

Y�ª �0��¡«{ ~¡ �¡¢¡�¡ª}0{ ¡� ©��©ª©�«{§ }){ª~© §©� (¡}�©�¡� ~¡ §{ |{�¡ ~¡§ �0��¡«{ �©ª
¨¡�¨¡ª~0})§{�¡� ¡ª��¡ ��  )ª0�{�0©�S
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WSWS i¡<ª0}0©ª¡� t{�¡«��0}{�

u©�¡«©� �)¡ ¡§ ��¡{ ~¡ «{�¡«��0}{� ¡� ª© ��§© )ª }©ª¥)ª�© ~¡ 0~¡{� 
¢©�«{� ~¡ {}�){� �)¡ }©ª§§¡({ª §{ )�0§0®{}0�ª ~¡ }{ª�0~{~¡�  ¢©�«{� £¡©R
«���0}{�Q �0ª© �)¡ �{«|0�ª {)~{ { ©|�¡ª¡� «©~¡§©� �)¡Q {§ {ª{§0®{� §©�
¢¡ª�«¡ª©�  �0�){}0©ª¡� �)¡ �¡ ¨�¡�¡ª�{ª ¡ª §{ �¡{§0~{~ �¡ ¨)¡~{ ©|�¡ª¡�
0ª¢©�«{}0�ª  }©ª}§)�0©ª¡� �)¡ 0ª0}0{§«¡ª�¡ ª© ¡��{|{ª ¡¬¨§�}0�{�S

jª ¡��¡ }{¨��)§© ~{�¡«©� { }©ª©}¡� ~¡<ª0}0©ª¡� �)¡ ª©� {)~{�{ª }©ª ¡§
{ª�§0�0� «{�¡«��0}© ~¡§ }�«© �¡ ¡��{|§¡}0� ¡§ }©ª¥)ª�© ~¡ }){��© ¡}){}0©ª¡�
~0¢¡�¡ª}0{§¡� ª© §0ª¡{§¡� �)¡ �©ª §{� ¡}){}0©ª¡� ~¡§ «©(0«0¡ª�© ~¡ §{ ª{(¡S

WSWSVS j}){}0©ª¡� i0¢¡�¡ª}0{§¡�

jª §{� «{�¡«��0}{� {¨§0}{~{�Q §{� ¢)ª}0©ª¡� )�){§«¡ª�¡ �¡¨�¡�¡ª�{ª }{ªR
�0~{~¡� ¢��0}{�Q §{� ~¡�0({~{� �¡¨�¡�¡ª�{ª �)� �{®©ª¡� ~¡ }{«|0©Q  §{ ¡}){}0�ª
~¡<ª¡ §{ �¡§{}0�ª ¡ª��¡ ¡§§{�S

i¡<ª0}0�ª WSV] j§ orden ~¡ )ª{ ¡}){}0�ª ~0¢¡�¡ª}0{§ ¡� ¡§ ~¡ §{ ~¡�0({~{
�)¡ {¨{�¡}¡ }©ª «{©� ¡¬¨©ª¡ª�¡ ¡ª §{ ¡}){}0�ªS
l¡ª¡�{§0®{ª~©Q §{ ¡}){}0�ª

F (x, y, y′, ..., y(n)) = 0,

~©ª~¡ x ∈ Rn  y′ �©ª §{� ~¡�0({~{�Q �¡ §§{«{ )ª{ ¡}){}0�ª ~0¢¡�¡ª}0{§
©�~0ª{�0{ ~¡ ©�~¡ª ªR¡�0«©S

h©ª �¡���0}}0©ª¡� {¨�©¨0{~{� ~¡ §{ ¢)ª}0�ª F Q ¡ª ¡��{ ¡}){}0�ª ¨)¡~¡ ~¡�¨¡R
¥{��¡ ¡¬¨§0}0�{«¡ª�¡ y(n) ¡ª ¢)ª}0�ª ~¡ §{� ©��{� ({�0{|§¡� n+1, x, y, y′, ..., y(n−1)Q
¨{�{ ©|�¡ª¡�

y(n) = f(x, y, y′, ..., y(n−1)).

j¥¡«¨§©� ~¡ ¡}){}0©ª¡� ~0¢¡�¡ª}0{§¡� ©�~0ª{�0{� �©ª

dy

dx
− 4y = 2,

(x+ 2y)dx− 3ydy = 0, MWS]N

d2y

dx2
− 4

(
dy

dx

)3

+ 3y = 0, MWS^N



VY hf��z�sv WS zjvx�f

«0¡ª��{� �)¡Q

x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
= u, MWSVUN

∂3u

∂x3
=

∂2u

∂t2
− 4

∂u

∂t
, MWSVVN

�©ª ¡}){}0©ª¡� ¡ª ~¡�0({~{� ¨{�}0{§¡�S

i¡<ª0}0�ª WSV^ �ª{ ¡}){}0�ª ~0¢¡�¡ª}0{§ ©�~0ª{�0{ §0ª¡{§ y : R → R
~¡ ©�~¡ª n ¡ª §{ ({�0{|§¡ ~¡¨¡ª~0¡ª�¡ y  ¡ª §{ ({�0{|§¡ 0ª~¡¨¡ª~0¡ª�¡ x ¡�
)ª{ ¡}){}0�ª �)¡ ¨)¡~¡ ¡¬¨�¡�{��¡ ~¡ §{ ¢©�«{_

a0(x)
dny

dxn
+ a1(x)

dn−1y

dxn−1
+ · · ·+ an−1(x)

dy

dx
+ an(x)y = g(x);

~©ª~¡ a0(x) ¡� )ª{ ¢)ª}0�ª ª© 0~�ª�0}{«¡ª�¡ ª)§{S

i¡<ª0}0�ª WSWU i¡}0«©� �)¡ )ª{ ¢)ª}0�ª y = ϕ(x) ~¡<ª0~{ ¡ª )ª 0ª�¡�R
({§© I M¡� ~¡}0� ϕ : I ⊂ R → RN ¡� �©§)}0�ª ~¡ )ª{ ¡}){}0�ª ~0¢¡�¡ª}0{§ ¡ª
¡§ 0ª�¡�({§© �0Q �)��0�)0~{ ¡ª ~0}¤{ ¡}){}0�ªQ §{ �{�0�¢{}¡S

j§ ¨�0ª}0¨{§ ©|¥¡�0(© ~¡§ �¡©�¡«{ ~¡ z{§©� ~¡ )ª{ ({�0{|§¡ ¡� ¡ª}©ª��{�
{¨�©¬0«{}0©ª¡� { )ª{ ¢)ª}0�ª }¡�}{ ~¡ )ª ¨)ª�© ~{~© �)¡ �¡{ª ¨�¡}0�{� }©ª
)ª ©�~¡ª «{©� �)¡ ¡§ ~¡ §{ {¨�©¬0«{}0�ª §0ª¡{§S

z¡©�¡«{ WSV k��«)§{ ~¡ z{§©� ~¡ ¨�0«¡� ©�~¡ªS y¡{ f : U ⊂ Rn →
R ~0¢¡�¡ª}0{|§¡ ¡ª x0 ∈ U S jª�©}¡�

f(x0 + h) = f(x0) +
n∑

i=1

hi
∂f

∂xi

(x0) +R1(x0, h),

~©ª~¡ R1(x0, h)|‖h‖ → 0 }){ª~© h → 0 ¡ª RnS



h{¨��)§© X

j§ ¨�©|§¡«{ ~¡ ~©�  ��¡� })¡�¨©�

j§ ¨�©|§¡«{ ~¡ §©� ��¡� })¡�¨©� }©ª�0��¡ ¡ª ~¡�¡�«0ª{�Q ¡ª }){§�)0¡� 0ª�R
�{ª�¡Q §{� ¨©�0}0©ª¡�  (¡§©}0~{~¡� ~¡ ��¡� })¡�¨©�Q ~¡ }){§�)0¡� «{�{Q �©R
«¡�0~©� { {��{}}0�ª £�{(0�{}0©ª{§ «)�){  ¨{��0¡ª~© ~¡ )ª{� ¨©�0}0©ª¡� 
(¡§©}0~{~¡� ~{~{�S t0¡ª��{� �)¡ ¡§ ¨�©|§¡«{ ~¡ §©� ~©� })¡�¨©� �0¡ª¡ �©R
§)}0�ª «¡~0{ª�¡ ¡§ «��©~© ~¡ §{� }){~�{�)�{� 0ª�¡£�{§¡� �^�Q ¡§ ¨�©|§¡«{ ~¡
��¡� })¡�¨©� ª© �0¡ª¡ �©§)}0�ª £¡ª¡�{§ ¨©� ~0}¤© «��©~©  ¡ª {§£)ª©� }{�©� �)
�©§)}0�ª ¨)¡~¡ �¡� }{��0}{ ¡ª ¡§ �¡ª�0~© ¢	�0}©Q §© �)¡ �0£ª0<}{ �)¡ ¨¡�)¡
{�
({�0{}0©ª¡� ¡ª §{� }©ª~0}0©ª¡� 0ª0}0{§¡� ¨)¡~¡ª §§¡({� { ~¡��0ª©� �©�{§«¡ª�¡
~0¢¡�¡ª�¡�S

XSVS ��©|§¡«{ ~¡ ~©� })¡�¨©�

jª §{ «¡}�ª0}{ }§��0}{Q ¡§ ¨�©|§¡«{ ~¡ ~©� })¡�¨©� ¡� ~¡�¡�«0ª{� ¡§
«©(0«0¡ª�© ~¡ ~©� ¨{��	})§{� ¨)ª�){§¡� �)¡ �©§© 0ª�¡�{}��{ª ¡ª��¡ �	S s©�
¡¥¡«¨§©� }©«)ª¡� 0ª}§)¡ª )ª �{��§0�¡ ©�|0�{ª~© )ª ¨§{ª¡�{Q )ª ¨§{ª¡�{ ©�R
|0�{ª~© )ª{ ¡���¡§§{Q ~©� ¡���¡§§{� ©�|0�{ª~© ¡ª��¡ �	 M)ª{ ¡���¡§§{ |0ª{�0{ N 
)ª ¡§¡}���ª }§��0}© ©�|0�{ª~© )ª ª�}§¡© {��«0}©S

s{� §¡¡� ~¡ u¡'�©ª ª©� ¨¡�«0�¡ �¡~)}0� ¡§ ¨�©|§¡«{ ~¡ ~©� })¡�¨©� {
)ª ¨�©|§¡«{ ~¡ )ª })¡�¨© ¡�)0({§¡ª�¡Q ¡� ~¡}0�Q { �¡�©§(¡� ¡§ «©(0«0¡ª�© ~¡
)ª{ ¨{��	})§{ �©«¡�0~{ { )ª }{«¨© £�{(0�{�©�0© }©ª�¡�({�0(©  �)¡ ¨©� �{ª�©
~¡�0({ ~¡ )ª ¨©�¡ª}0{§ ¡¬�¡�ª©S j§ ¨�©|§¡«{ ¨)¡~¡ �¡�©§(¡��¡ ¡¬{}�{«¡ª�¡Q
¡§ ¨�©|§¡«{ ~¡ ~©� })¡�¨©� }©��¡�¨©ª~0¡ª�¡ �{«|0�ª ¨)¡~¡ �¡�©§(¡��¡ }©ª
¡¬{}�0�)~S j§ ¨�©|§¡«{ ~¡ n })¡�¨©� }©ª n ≥ 3Q ª© ¨)¡~¡ �¡�©§(¡��¡Q ¡¬}¡¨�©

VZ



V[ hf��z�sv XS js �xvgsjtf ij ivy � zxjy h�jx�vy

¡ª }{�©� ¡�¨¡}0{§¡�S

XSVSVS i¡�}�0¨}0©ª ~¡§ ¨�©|§¡«{

y¡{ª x1Q x2 §{� ¨©�0}0©ª¡� ~¡ ~©� })¡�¨©�Q  m1Q m2 �)� «{�{�S s{ �¡R
£)ª~{ §¡ ~¡ u¡'�©ª ~¡�¡�«0ª{ �)¡

F1,2(x1, x2) = m1
d2x1

dt2
, MXSVN

F2,1(x1, x2) = m2
d2x2

dt2
, MXSWN

~©ª~¡ F1,2 ¡� §{ ¢)¡�®{ ¡ª §{ «{�{ 1 ~¡|0~© { �) 0ª�¡�{}}0�ª }©ª §{ «{�{ 2Q 
F2,1 ¡� §{ ¢)¡�®{ ¡ª §{ «{�{ 2 �¡�¨¡}�© { §{ «{�{ 1S
u)¡���© ©|¥¡�0(© ¡� ~¡�¡�«0ª{� §{� ��{¡}�©�0{� x1(t)  x2(t) ¡ª �©~© 0ª��{ª�¡
tQ ~{~{� §{� ¨©�0}0©ª¡� 0ª0}0{§¡� x1(t = 0)  x2(t = 0)  §{� (¡§©}0~{~¡� 0ª0}0{§¡�
v1(t = 0)  v2(t = 0)S

XSWS ��©|§¡«{ ~¡ ��¡� })¡�¨©�

j§ ¨�©|§¡«{ ~¡ §©� ��¡� })¡�¨©� ¡� )ª© ~¡ ¡�©� ��¨0}©� ¨�©|§¡«{� «{R
�¡«��0}©� ~¡ {¨{�0¡ª}0{ �¡ª}0§§{Q �)¡ ¡ª}0¡��{ )ª{ ��¡«¡ª~{ }©«¨§¡¥0~{~S j§
©�0£¡ª ~¡ ~0}¤© ¨�©|§¡«{ ¨�©(0¡ª¡ ~¡ §{ ¢{«©�{ s¡ ~¡ l�{(0�{}0�ª �ª0(¡��{§
~¡ u¡'�©ªS z{«|0	ª {¨{�¡}¡ ¡ª ¡��¡ ¨�©|§¡«{ §{ �¡£)ª~{ s¡ ~¡ u¡'�©ªQ ©
¨�0ª}0¨0© ¢)ª~{«¡ª�{§ ~¡ §{ ~0ª�«0}{S
j§ ¨�©|§¡«{ ~¡ §©� ��¡� })¡�¨©� }©ª�0��¡ ¡ª ~¡�¡�«0ª{�Q ¡ª }){§�)0¡� 0ª��{ª�¡Q
§{� ¨©�0}0©ª¡�  (¡§©}0~{~¡� ~¡ ��¡� })¡�¨©�Q ~¡ }){§�)0¡� «{�{Q �©«¡�0~©� {
{��{}}0�ª £�{(0�{}0©ª{§ «)�){  ¨{��0¡ª~© ~¡ )ª{� ¨©�0}0©ª¡�  (¡§©}0~{~¡�
~{~{�S

XSWSVS j§ ¨�©|§¡«{ ~¡ §©� ��¡� })¡�¨©� �¡���0ª£0~©

j§ ¨�©|§¡«{ ~¡ §©� ��¡� })¡�¨©� �¡���0ª£0~© {�)«¡ �)¡ §{ «{�{ ~¡ )ª©
~¡ §©� })¡�¨©� ¡� ~¡�¨�¡}0{|§¡` ¡§ ¨�©|§¡«{ ~¡ §©� ��¡� })¡�¨©� �¡���0ª£0~©
}0�})§{� ¡� )ª }{�© ¡�¨¡}0{§ ¡ª �)¡ �¡ {�)«¡ �)¡ ~©� ~¡ §©� })¡�¨©� ¡���ª
¡ª ��|0�{� }0�})§{�¡� M§© }){§ ¡� {¨�©¬0«{~{«¡ª�¡ }0¡��© ¨{�{ ¡§ �0��¡«{ y©§R
z0¡��{Rs)ª{NS



XSWS �xvgsjtf ij zxjy h�jx�vy V\

j§ ¨�©|§¡«{ �¡���0ª£0~© M}0�})§{�  ¡§�¨�0}©N ¢)¡ ¡��)~0{~© ¡¬�¡ª�{«¡ª�¡
¨©� «)}¤©� «{�¡«��0}©�  ¢��0}©� ¢{«©�©�Q }©«© o©�¡¨¤Rs©)0� s{£�{ª£¡ ¡ª
¡§ �0£§© ��nnn  m¡ª�0 �©0ª}{�	 {§ <ª{§ ~¡§ �0£§© �n�S jª ¡§ ¨�©|§¡«{ }0�})§{�Q
¡¬0��¡ª }0ª}© ¨)ª�©� ~¡ ¡
)0§0|�0© §§{«{~©� ¨)ª�©� ~¡ s{£�{ª£¡S z�¡� ~¡ ¡��©�
¨)ª�©� �©ª }©§0ª¡{§¡� }©ª §{� «{�{� ¨�0ª}0¨{§¡�  ¡��©� ¨)ª�©� �©ª 0ª¡��{|§¡�S
s©� ©��©� ~©� �¡ §©}{§0®{ª ¡ª ¡§ �¡�}¡� (	��0}¡ ¢©�«{ª~© }©ª §{� ~©� «{�{�
¨�0ª}0¨{§¡� ��0�ª£)§©� ¡
)0§��¡�©�S j��©� ¨)ª�©� �©ª ¡��{|§¡�S

k0£)�{ XSV_ ��©|§¡«{ }0�})§{�S



V] hf��z�sv XS js �xvgsjtf ij ivy � zxjy h�jx�vy



h{¨��)§© Y

t��©~©� ª)«��0}©� ~¡ )ª ¨{�©

k�¡})¡ª�¡«¡ª�¡ )ª ¨�©|§¡«{ ~¡ ({§©� 0ª0}0{§ M��nN ¡� ~¡«{�0{~© }©«R
¨§0}{~© }©«© ¨{�{ �)¡ �¡ ¨)¡~{ �¡�©§(¡� {ª{§��0}{«¡ª�¡Q ~¡ «{ª¡�{ �)¡ �¡
¡«¨§¡{ ¡ª�©ª}¡� )ª{ ~¡ ~©� ¨©�0|§¡� ��}ª0}{� ¨{�{ {¨�©¬0«{� �) �©§)}0	ªS s{
¨�0«¡�{ ��}ª0}{ }©ª�0��¡ ¡ª �0«¨§0<}{� §{ jivQ ©|�¡ª0¡ª~© ©��{ �)¡ ¨)¡~{
�¡�©§(¡��¡ ¡¬{}�{«¡ª�¡Q  )�{� ~¡¨)�� §{ �©§)}0	ª ~¡ §{ ¡}){}0	ª �0«¨§0<}{~{
}©«© {¨�©¬0«{}0	ª ~¡ §{ �©§)}0	ª ~¡ §{ ¡}){}0	ª ©�0£0ª{§S s{ ©��{ ��}ª0}{
}©ª�0��¡ ¡ª }©ª���)0� «��©~©� �)¡ {¨�©¬0«¡ª ~0�¡}�{«¡ª�¡ §{ �©§)}0	ª ~¡§
¨�©|§¡«{ ©�0£0ª{§S
jª ¡��¡ }{¨��)§© ~{�¡«©� { }©ª©}¡� {§£)ª©� «��©~©� ª)«��0}©� ~¡ )ª ¨{�©
�)¡ )�0§0®{�¡«©� ¨{�{ ~{�§¡ �©§)}0	ª { ª)¡���© ¨�©|§¡«{S s©� «��©~©� �)¡
}©ª�0~¡�{�¡«©� ª© ¨�©¨©�}0©ª{ª )ª{ {¨�©¬0«{}0	ª }©ª�0ª){ { §{ �©§)}0©ª ~¡§
��nQ �0ª© {¨�©¬0«{}0©ª¡� ~¡§ ({§©� ~¡ §{ �©§)}0	ª ¡ª )ª }©ª¥)ª�© ~¡ ¨)ª�©�S

i¡<ª0}0�ª YSV s{ 0ª�¡�¨©§{}0�ª }©ª�0��¡ ¡ª ¤{§§{� )ª ~{�© ~¡ª��© ~¡ )ª
0ª�¡�({§© ¡ª ¡§ �)¡ }©ª©}¡«©� §©� ({§©�¡� ¡ª §©� ¡¬��¡«©�S
s{ ¡¬��{¨©§{}0�ª }©ª�0��¡ ¡ª ¤{§§{� )ª ~{�© ¢)¡�{ ~¡§ 0ª�¡�({§© }©ª©}0~©Q
¨¡�© ~¡|¡ �¡ª¡��¡ ¡ª })¡ª�{ �)¡ ¡��� ¨��¬0«© { )ª© ~¡ �)� ¡¬��¡«©�Q ¨)¡� ¡ª
©��© }{�© ª© ¡� «) <{|§¡ ¡§ �¡�)§�{~© ©|�¡ª0~©S

s©� �0£)0¡ª�¡� «��©~©� ~¡�}�0�©� ¡ª ¡��¡ }{¨��)§© }©��¡�¨©ª~¡ª { §{ �©§)}0	ª
~¡ §{ �0£)0¡ª�¡ ¡}){}0	ªS

dy

dt
= f(x, y)

y(x0) = y0.

V^



WU hf��z�sv YS tñzvivy u�tñxnhvy ij �u �fyv

YSVS t��©~© ~¡ j)§¡�

�ª{ ~¡ §{� ��}ª0}{� «�� �0«¨§¡� ¨{�{ {¨�©¬0«{� �©§)}0©ª¡� ~¡ ¡}){}0©ª¡�
~0¢¡�¡ª}0{§¡� ¡� }©ª©}0~{ }©«© t��©~© ~¡ j)§¡� © «��©~© ~¡ §{� �{ªR
£¡ª�¡�S y)¨©ª£{«©� �)¡ �)¡�¡«©� {¨�©¬0«{� §{ �©§)}0�ª ~¡§ ¨�©|§¡«{ ~¡
({§©�¡� 0ª0}0{§¡�

dy

dt
= f(x, y)

y(x0) = y0.

u©�¡«©� �)¡ y(x) ¡({§){~{ ¡ª )ª ¨)ª�© x0Q ¡� §{ ¨¡ª~0¡ª�¡ ~¡ §{ �{ª£¡ª�¡ {
§{ £��<}{ ~¡ y(x) ¡ª ¡��¡ ¨)ª�©S h©«© ¡§ ¨�©|§¡«{ ~¡ ({§©� 0ª0}0{§ ¡��{|§¡}¡
¡§ ({§©� ~¡ §{ ~¡�0({~{ ~¡ §{ �©§)}0�ª ¡ª (x0, y0)Q §{ ¨¡ª~0¡ª�¡ ~¡ §{ �{ª£¡ª�¡
{ §{ })�({ �©§)}0�ª ¡ª ¡��¡ ¨)ª�© ¡� f(x0, y0)S y0 �¡}©��¡«©� )ª{ ~0��{ª}0{
}©��{ ¨©� §{ §	ª¡{ �{ª£¡ª�¡ ©|�¡ª¡«©� )ª{ {¨�©¬0«{}0�ª { )ª ¨)ª�© }¡�}{ª©
~¡ §{ })�({ ~¡ �©§)}0�ªS f }©ª�0ª){}0�ª �¡ �¡¨0�¡ ¡§ ¨�©}¡�© ¡ª ¡§ ¨)ª�© ª)¡(©S


{�{ ¢©�«{§0®{� ¡��¡ ¨�©}¡~0«0¡ª�© �¡ ¡«¨§¡{ §{ §0ª¡{§0®{}0�ª

L(x) =
dy

dt
(x0)(x− x0) + y0,

~¡ y(x) ¡ª x = x0S s{ £��<}{ ~¡ ¡��{ §0ª¡{§0®{}0�ªQ §{ k0£)�{ MYSVNQ ¡� )ª{
�¡}�{ �{ª£¡ª�¡ { §{ £�{<}{ ~¡ y = y(x) ¡ª ¡§ ¨)ª�© (x0, y0)S

k0£)�{ YSV_ s0ª¡{§0®{}0�ªS

y0 h ¡� )ª 0ª}�¡«¡ª�© ¨©�0�0(© �©|�¡ ¡§ ¡¥¡ xQ ¡ª�©ª}¡�Q }©«© §© «)¡���{
§{ k0£)�{ MYSVNQ ¨©~¡«©� ¡ª}©ª��{� )ª ¨)ª�© (x1, y1) = (x0 + h, y1) �©|�¡ §{



YSVS tñzviv ij j�sjx WV

�{ª£¡ª�¡ ¡ª (x0, y0) { §{ })�({ �©§)}0�ª ~¡�}©ª©}0~{S

i¡ §{ ¡}){}0�ª ~¡ )ª{ �¡}�{ ¨©� )ª ¨)ª�© ~{~©Q �¡ª¡«©�

y1 − y0
(x0 + h)− x0

=
dy0
dt

,

© |0¡ª

y1 = y0 + h
dy0
dt

,

¡ª ~©ª~¡ dy0
dt

= f(x0, y0)S y0 ~¡ª©�{«©� x0 + h ¨©� x1Q ¡ª�©ª}¡� ¡§ ¨)ª�©
(x1, y1) �©|�¡ §{ �{ª£¡ª�¡ ¡� )ª{ {¨�©¬0«{}0�ª ~¡§ ¨)ª�© (x1, y(x1)) �©|�¡ §{
})�({ �©§)}0�ªS j��© ¡�Q y1 ≈ y(x1)S �©� �)¨)¡��©Q §{ ¡¬{}�0�)~ ~¡ §{ {¨�©¬0R
«{}0�ª ~¡¨¡ª~¡ «)}¤© ~¡§ �{«{�© ~¡§ 0ª}�¡«¡ª�© hS ��){§«¡ª�¡ ~¡|¡«©�
¡§¡£0� ¡§ �{«{�© ~¡ ¡��{ «¡~0~{ ~¡ «©~© �)¡ �¡{ /�{®©ª{|§¡«¡ª�¡ ¨¡�)¡�{GS
y)¨©ª0¡ª~© �)¡ h �0¡ª¡ )ª ({§©� )ª0¢©�«¡ M}©ª��{ª�¡NQ ¨©~¡«©� ©|�¡ª¡� )ª{
�)}¡�0�ª ~¡ ¨)ª�©� (x1, y1), (x2, y2), ..., (xn, yn) �)¡ �¡{ª {¨�©¬0«{}0©ª¡� ~¡
§©� ¨)ª�©� (x1, y(x1)), (x2, y(x2)), ..., (xn, y(xn))S 	
{�¡ §{ k0£)�{ MYSWNS

k0£)�{ YSW_ y)}¡�0�ª ~¡ ¨)ª�©�S

f¤©�{ |0¡ªQ )�{ª~© (x1, y1) ¨©~¡«©� ©|�¡ª¡� ¡§ ({§©� ~¡ y2 �)¡ ¡� §{
©�~¡ª{~{ ~¡ )ª ¨)ª�© �©|�¡ )ª{ ª)¡({ /�{ª£¡ª�¡GS z¡ª¡«©�

y2 − y1
h

=
dy1
dt

© |0¡ª

y2 = y1 + h
dy1
dt

= y1 + hf(x1, y1).



WW hf��z�sv YS tñzvivy u�tñxnhvy ij �u �fyv

jª £¡ª¡�{§ �¡ ©|�0¡ª¡ �)¡

yn+1 = yn + h
dyn
dt

= yn + hf(xn, yn), MYSVN

¡ª ~©ª~¡ xn = x0 + nhS

YSWS t��©~© ~¡ x)ª£¡Rq)��{

j��)¡«{� «�� �©<��0}{~©�Q �)¡ ¨¡�«0�¡ª {§}{ª®{� )ª ©�~¡ª ~¡ ¨�¡}0�0�ª
�)¨¡�0©�Q �©ª §©� «��©~©� ~¡ x)ª£¡Rq)��{Q �0ª ¡«|{�£©Q �¡�)0¡�¡ ~¡ ({�0{�
¡({§){}0©ª¡� ~¡ §{ ¢)ª}0�ª �©|�¡ }{~{ 0ª�¡�({§©S

YSWSVS ��¡§0«0ª{�¡� ~¡§ «��©~© ~¡ x)ª£¡Rq)��{

y¡{ §{ ¡}){}0�ª ~0¢¡�¡ª}0{§ ~¡ ¨�0«¡� ©�~¡ª

dy

dx
= f(x, y),

}©ª §{ }©ª~0}0�ª 0ª0}0{§ y(x0) = y0Q �)¡ ¨�¡�¡ª~¡«©� �¡�©§(¡� ¡ª ¡§ 0ª�¡�({§©
[a, b]S �{�{ ¡§§©Q }©ª�0~¡�{«©� )ª }©ª¥)ª�© ~¡ ¨)ª�©� ~¡ [a, b]Q ¡�)0¡�¨{}0{~©�VQ
¡ª��¡ §©� }){§¡� ¡��� ¡§ ¨)ª�© x0S jª £¡ª¡�{§ ~{~© )ª ¨{�© h {�|0��{�0©Q
[x0 − mh, x0 + mh] ª© }©0ª}0~¡ }©ª [a, b]Q ¡� ~¡}0�Q §©� ¡¬��¡«©� a  b ª©
}©0ª}0~0��ª }©ª ¨)ª�©� ~¡ ~0(0�0�ªS j��© }{�¡}¡ ~¡ 0«¨©��{ª}0{  ¡�}©£¡�¡«©�
¡§ 0ª�¡�({§© ~¡ «�¬0«{ §©ª£0�)~ [x0 −mh, x0 +mh] }©ª�¡ª0~© ¡ª [a, b]S y¡{
y(x) )ª{ �©§)}0�ª ¡¬{}�{ ~¡ §{ ¡}){}0�ª ¡ yj ≈ y(xj) §©� ({§©�¡� {¨�©¬0«{~©�
�¡�)§�{ª~© ~¡§ }�§})§© ª)«��0}©S jª ~0}¤©� «��©~©�Q ¡§ ({§©� {¨�©¬0«{~© ~¡
y(xj+1) (0¡ª¡ ~{~© «¡~0{ª�¡

yj+1 = yj + hg(xj, yj, f, h),

�©� ¡¥¡«¨§©Q ~¡�{��©§§{ª~© ¡ª �¡�0¡ ~¡ z{§©�Q

yj+1 = yj + hyj
′ +

h2

2
yj

′′ +
h3

6
yj

′′′ +O(h4).

Vy©ª ¨)ª�©� �)¡ �¡ ¡ª})¡ª��{ª �0¡«¨�¡ { )ª{ «0�«{ ~0��{ª}0{ )ª© ~¡§ ©��©S
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��{ª~© §{ {¨�©¬0«{}0�ª «�� �0«¨§¡ �¡ ©|�0¡ª¡ ¡§ «��©~© ~¡ j)§¡�Q yj+1 =
yj+hf(xj, yj)Q ¡ª ¡§ �)¡ �¡ ©|�¡�({ �)¡ g ¡� §{ ¨�©¨0{ ¢)ª}0�ª f ~¡ §{ ¡}){}0�ª
~0¢¡�¡ª}0{§Q ¡� ~¡}0�Q §{ ¨¡ª~0¡ª�¡ ¡ª (xj, yj)S
jª ¡§ «��©~© ~¡ x)ª£¡Rq)��{ MxqNQ g ¡� )ª{ «¡~0~{ ¨©ª~¡�{~{ ~¡ ({§©�¡�
~¡ f(x, y) ¡ª ¡§ 0ª�¡�({§© [xj, xj+1]Q  �¡ ~0}¡ �)¡ ¡� ~¡ ©�~¡ª m �0 {§}{ª®{
)ª{ ¨�¡}0�0�ª ¡�)0¨{�{|§¡ { §{ ~¡§ ~¡�{��©§§© ~¡ z{§©� ~¡ ¡�¡ ©�~¡ªS

�ª RK ~¡ �¡�}¡� ©�~¡ª (0¡ª¡ ~{~© ¨©�

yj+1 = yj + h[ak1 + bk2 + ck3],

}©ª

k1 = f(xj, yj),

k2 = f(xj + λh, yj + µhk1),

k3 = f(xj + λ2h, yj + µ2k2 + (λ2 − µ2)hk1).

s©� ��¡� ¨¡�©�Q a, b, c  §©� }){��© }©¡<}0¡ª�¡� λ, µ, λ2  µ2 �¡ }{§})§{ª ~¡�{R
��©§§{ª~© k2  k3 ¡ª �¡�0¡ ~¡ z{§©� ~¡ ~©� ({�0{|§¡� ¤{��{ ©�~¡ª h2Q ¡ 0~¡ªR
�0<}{ª~© §©� ¢{}�©�¡� �)¡ «)§�0¨§0}{ª { hQ h2  h3 }©ª §©� }©��¡�¨©ª~0¡ª�¡�
~¡§ ~¡�{��©§§© ~¡ z{§©� ~¡ )ª{ ({�0{|§¡ ~¡ y(xj + h)S j§ �0��¡«{ ~¡ ¡}){}0©R
ª¡� {�	 ©|�¡ª0~© ¡� 0ª~¡�¡�«0ª{~©Q  �)� ~0��0ª�{� �©§)}0©ª¡� }©��¡�¨©ª~¡ª {
~0¢¡�¡ª�¡� ¡��)¡«{� RKS

YSWSWS v�~¡ª¡� ~¡§ t��©~© ~¡ x)ª£¡Rq)��{

j� ¨�©|{|§¡ �)¡ )ª© ~¡ §©� ¨�©}¡~0«0¡ª�©� ª)«��0}©� «�� ~0¢)ª~0~©� 
{ §{ (¡® «�� ¡¬{}�©� ¨{�{ ©|�¡ª¡� �©§)}0©ª¡� {¨�©¬0«{~{� {§ ¨�©|§¡«{ ~¡
({§©� 0ª0}0{§ dy

dt
= f(x, y)Q y(x0) = y0 �¡{ ¡§ «��©~© ~¡ x)ª£¡Rq)��{

~¡ }){��© ©�~¡ª MxqYNS h©«© 0ª~0}{ ¡§ ª©«|�¡Q ¤{ «��©~©� ~¡ x)ª£¡R
q)��{ ~¡ ~0��0ª�©� ��~¡ª¡�Q §©� }){§¡� �¡ ~¡~)}¡ª { ¨{��0� ~¡§ ~¡�{��©§§© ~¡
y(xn + h) ¡ª �¡�0¡ ~¡ z{§©�S

y(xn+1) = y(xn + h)

= y(xn) + hy′(xn) +
h2

2!
y′′(xn) +

h3

3!
y′′′(xn) + · · ·+ hk+1

(k + 1)!
yk+1(c),

¡ª ~©ª~¡ c ¡� )ª ª
«¡�© ¡ª��¡ xn  xn+hS h){ª~© k = 1  ¡§ �¡�0~)© h2

2
y′′(c)

¡� ¨¡�)¡�©Q �¡ ©|�0¡ª¡ §{ ¢��«)§{ {}©��)«|�{~{ ~¡ 0�¡�{}0�ª

yn+1 = yn + hy′n = yn + hf(xn, yn).
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jª ©��{� ¨{§{|�{�Q ¡§ «��©~© |��0}© ~¡ j)§¡� ¡� )ª ¨�©}¡~0«0¡ª�© ~¡
x)ª£¡Rq)��{ ~¡ ¨�0«¡� ©�~¡ªS
�{�¡«©� {¤©�{ {§ ¨�©}¡~0«0¡ª�© ~¡ x)ª£¡Rq)��{ ~¡ �¡£)ª~© ©�~¡ªS

h©ª�0��¡ ¡ª ¤{§§{� §{� }©ª��{ª�¡� a, b, α  β �{§¡� �)¡ §{ ¢��«)§{

yn+1 = yn + ak1 + bk2, MYSWN

¡ª §{ }){§Q

k1 = hf(xn, yn),

k2 = hf(xn + αh, yn + βk1),

}©0ª}0~¡ }©ª )ª ¨©§0ª©«0© ~¡ z{§©� ~¡ �¡£)ª~© £�{~© ¡ª ¡§ «{©� ª	«¡�©
¨©�0|§¡ ~¡ ���«0ª©�S

j§ ¨�©¨��0�© ¡� §©£�{� §{ ¡¬{}�0�)~ ~¡§ «��©~© ~¡ z{§©� �0ª ª¡}¡�0~{~ ~¡
�¡ª¡� �)¡ }{§})§{� ~¡�0({~{� ~¡ ©�~¡ª �)¨¡�0©�S y¡ ¨)¡~¡ ~¡«©���{� �)¡ ¡��©
¡� ¨©�0|§¡ �0¡«¨�¡  }){ª~© §{� }©ª��{ª�¡� })«¨§{ª }©ª

a+ b = 1, bα =
1

2
y bβ =

1

2
.

j��¡ ¡� )ª �0��¡«{ ~¡ ��¡� ¡}){}0©ª¡� }©ª }){��© 0ª}�£ª0�{�  �0¡ª¡ )ª{ }{ªR
�0~{~ 0ª<ª0�{ ~¡ �©§)}0©ª¡�S

YSXS j¥¡«¨§©� {¨§0}{ª~© j)§¡�  x)ª£¡Rq)��{


ª{ ¡}){}0�ª ~0¢¡�¡ª}0{§ ª© �0¡«¨�¡ ~¡|¡ ¨©�¡¡� )ª{ �©§)}0�ªQ ¡ 0ª}§)�©
}){ª~© ¡¬0��{ {§£)ª{ ¡� ¨©�0|§¡ �)¡ ª© ¨©~{«©� ¨�¡�¡ª�{�§{ ¡ª ¢©�«{ ¡¬¨§�R
}0�{ © 0«¨§�}0�{WQ ¡ª�©ª}¡� ~¡|¡«©� ~{�ª©� ¨©� �{�0�¢¡}¤©� }©ª )ª{ {¨�©¬0R
«{}0�ª { §{ �©§)}0�ªS

jª ¡��{ �¡}}0�ª ~{«©� ¡¥¡«¨§©� ~¡ �0��¡«{� ~¡ )ª{Q ~©�Q ��¡�  }){��©
¡}){}0©ª¡� ¡ª §©� }){§¡� {¨§0}{«©� ¡§ «��©~© ~¡ j)§¡�  ~¡ x)ª£¡Rq)��{
¨{�{ ©|�¡ª¡� §©� ¨©�0|§¡� ({§©�¡� �©§)}0�ª  ¤{}¡� §{ }©«¨{�{}0�ª ¡ª��¡ §©�

W�ª{ ¢)ª}0�ª ¡� ¡¬¨§�}0�{ �0 (0¡ª¡ ~{~{ }©«© y = f(x) Q ¡� ~¡}0�Q §{ ({�0{|§¡ ~¡¨¡ª~0¡ª�¡
y ¡��� ~¡�¨¡¥{~{S �ª{ ¢)ª}0�ª ¡� 0«¨§�}0�{ �0 (0¡ª¡ ~{~{ ~¡ §{ ¢©�«{ f(x, y) = 0 Q ¡� ~¡}0�Q
�0 §{ ¢)ª}0�ª �¡ ¡¬¨©ª¡ }©«© )ª{ ¡¬¨�¡�0�ª {§£¡|�{0}{ 0£){§{~{ { 0S
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�¡�)§�{~©� ~¡ )ª «��©~©  ©��©Q ©|�¡ª0¡ª~© {�� }©ª}§)�0©ª¡� �)¡ ª©� ~0��ª
}){§ «��©~© ¡� «�� {¨�©¬0«{~©S

y0 ~¡�¡{ }©ª©}¡� ¡§ ¨�©£�{«{ ¡ª t{�§{| �)¡ )�0§0®{ }{~{ )ª© ~¡ §©� ¡¥¡«R
¨§©� �¡ �)£0¡�¡ }©ª�)§�{� ¡§ f¨�ª~0}¡ fS

� j¥¡«¨§© ~¡ )ª{ ¡}){}0�ª ~0¢¡�¡ª}0{§ §0ª¡{§ ~©ª~¡ �¡ {¨§0}{ ¡§ «��©~©
~¡ j)§¡�  ¡§ ~¡ x)ª£¡Rq)��{S

j¥¡«¨§© YSV h©ª�0~¡�¡«©� ¡§ ¨�©|§¡«{ ~¡ ({§©� 0ª0}0{§ dy
dt

= 2xtQ y(1) = 1S
��¡�¡ ¡§ «��©~© ~¡ j)§¡�  x)ª£¡Rq)��{ ¨{�{ ©|�¡ª¡� )ª{ {¨�©¬0«{}0�ª ~¡
y ¡ª ¡§ �0¡«¨© (1. 5) ¡«¨§¡{ª~© h = 0. 1S
i{�©�_
z0¡«¨© 0ª0}0{§_ 1
z0¡«¨© <ª{§_ 1. 5
u�«¡�© ~¡ 0ª�¡�({§©�_ 5
�{§©� ~¡ ¬ ¡ª ¡§ �0¡«¨© 0ª0}0{§_ 1

s{ �{|§{ MYSVN «)¡���{ §©� �¡�)§�{~©� ©|�¡ª0~©� ¡ª��¡ §{� {¨�©¬0«{}0©ª¡� ~¡
§©� ~©� «��©~©�Q ~©ª~¡ t := tiempoQ yEuler(V e) := ({§©� ~¡ y )�0§0®{ª~© «�R
�©~© ~¡ j)§¡�Q yRk4(V rk4) := ({§©� ~¡ y )�0§0®{ª~© «��©~© ~¡ x)ª£¡Rq)��{
~¡ }){��© ©�~¡ªQ V v := ({§©� (¡�~{~¡�©Q Errorve := ¡��©� �)¡ ¡¬0��¡ ¡ª��¡ ¡§
({§©� (¡�~{~¡�©  ¡§ ({§©� ¡ª}©ª��{~© }©ª ¡§ «��©~© ~¡ j)§¡�Q Errorvrk4 :=
¡��©� �)¡ ¡¬0��¡ ¡ª��¡ ¡§ ({§©� (¡�~{~¡�©  ¡§ ({§©� ¡ª}©ª��{~© }©ª ¡§ «��©~©
~¡ x)ª£¡Rq)��{ ~¡ }){��© ©�~¡ªQ §© {ª�¡�0©� �¡ )�0§0®{�{ ¡ª §©� �0£)0¡ª�¡�
¡¥¡«¨§©� ¨{�{ 0~¡ª�0<}{� §©� �¡�)§�{~©�_

t yEuler(V e) yRk4(V rk4) V v

VSUU VSUUUU VSUUUU VSUUUU
VSVU VSWUUU VSWXX\ VSWXX\
VSWU VSY[YU VSZZW\ VSZZW\
VSXU VS]VZY VS^^X\ VS^^X\
VSYU WSW]\Y WS[VV[ WS[VV\
VSZU WS^W\] XSY^UW XSY^UY

h){~�© YSV_ z{|§{ ~¡ ({§©�¡�S
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Errorve = V v − V e Errorvrk4 = V v − V rk4

USUUUU USUUUU
USUXX\ USUUUU
USU]]\ USUUUU
USV\]Y USUUUU
USXWYY USUUUV
USZ[WZ USUUUW

h){~�© YSW_ j��©�¡� ¡��0«{~©�S

jª §{ �{|§{ MYSWN ¨©~¡«©� ©|�¡�({� �)¡ ¡§ «��©~© ~¡ x)ª£¡Rq)��{ ¡�
«{� ¡¬{}�© �)¡ ¡§ «��©~© ~¡ j)§¡�S
y¡ «)¡���{ �)¡ ¡§ «{�£¡ª ~¡ j��©� M¨{�{ ¨�©¢)ª~0®{� «{� �©|�¡ ¡§ ¡��©� (¡�
�W�N ~¡ §©� ({§©�¡� ¨{�{ x )�0§0®{ª~© j)§¡� }©ª §©� ({§©�¡� (¡�~{~¡�©� ¡� «{�
£�{ª~¡ �)¡ ¡§ «{�£¡ª ~¡ j��©� ~¡ §©� ({§©�¡� ¨{�{ x )�0§0®{ª~© x)ª£¡Rq)��{
}©ª §©� �{§©�¡� �¡�~{~¡�©�S

• l�	<}{ ~¡ §{ �©§)}0
ª {¨�©¬0«{~{ {§ ¨�©|§¡«{ ~¡ ({§©� 0ª0}0{§ ¨{�{ x
)�0§0®{ª~© j)§¡�S

k0£)�{ YSX_ l�	<}{ ~¡ §{ ¢)ª}0
ª �©§)}0
ªS

•• l�	<}{ ~¡ §{ �©§)}0
ª {¨�©¬0«{~{ {§ ¨�©|§¡«{ ~¡ ({§©� 0ª0}0{§ ¨{�{ x
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)�0§0®{ª~© x)ª£¡Rq)��{S

k0£)�{ YSY_ l��<}{ ~¡ §{ ¢)ª}0�ª �©§)}0�ªS

� j¥¡«¨§© ~¡ ~©� ¡}){}0©ª¡� ~0¢¡�¡ª}0{§¡� §0ª¡{§¡� ~©ª~¡ �¡ {¨§0}{ ¡§ «�R
�©~© ~¡ j)§¡�  ¡§ ~¡ x)ª£¡Rq)��{S

j¥¡«¨§© YSW h©ª�0~¡�¡«©� ¡§ ¨�©|§¡«{ ~¡ ({§©�¡� 0ª0}0{§¡�
dy1
dt

= 2x+ 4yQ dy
dt

= −x+ 6yQ
x(0) = −1Q y(0) = 6S
��¡�¡ ¡§ «��©~© ~¡ j)§¡�  x)ª£¡Rq)��{ ¨{�{ ©|�¡ª¡� )ª{ {¨�©¬0«{}0�ª ~¡
x(0. 6)Q y(0. 6) ¡«¨§¡{ª~© h = 0. 1S
i{�©�_
z0¡«¨© 0ª0}0{§_ 0
z0¡«¨© <ª{§_ 0. 6
u�«¡�© ~¡ 0ª�¡�({§©�_ 6
�{§©� ~¡ ¬ ¡ª ¡§ �0¡«¨© 0ª0}0{§_ −1
�{§©� ~¡  ¡ª ¡§ �0¡«¨© 0ª0}0{§_ 6

s{ �{|§{ MYSXN «)¡���{ §©� �¡�)§�{~©� ©|�¡ª0~©� ¡ª��¡ §{� {¨�©¬0«{}0©ª¡� ~¡
§©� ~©� «¡�©~©� ¨{�{ §{ ({�0{|§¡ xS
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t xEuler(V e) xRk4(V rk4) V v

USUU RVSUUUU RVSUUUU RVSUUUU
USVU VSWUUU WSX]YU WSX][^
USWU YS\WUU ^SXX\^ ^SXY\W
USXU VUSXZWU WWSZZYU WWSZ\[\
USYU V^SX[XU Y[SZVUU Y[SZZ]Z
USZU XXS\]VU ]]SZ\XU ]]S[[][
US[U Z[S]ZUU V[US\[UU V[US^X]X

h){~�© YSX_ z{|§{ ~¡ ({§©�¡�S

Errorve = V v − V e Errorvrk4 = V v − V rk4

USUUUU USUUUU
VSV][^ USUUW^
YS[W\W USUU^X
VWSWWY\ USUWW\
W\SV^ZZ USUY]Z
ZYS]]\[ USU^Z[
VUYSU]]X USV\]X

h){~�© YSY_ j��©�¡� ¡��0«{~©�SS

y¡ «)¡���{ �)¡ ¡§ «{�£¡ª ~¡ j��©� ~¡ §©� ({§©�¡� ~¡ x )�0§0®{ª~© j)§¡�
}©ª §©� �{§©�¡� �¡�~{~¡�©� ¡� «{� £�{ª~¡ �)¡ ¡§ «{�£¡ª ~¡ j��©� ~¡ §©� ({R
§©�¡� ~¡ x )�0§0®{ª~© x)ª£¡Rq)��{ }©ª §©� �{§©�¡� �¡�~{~¡�©�S

s{ �{|§{ MYSZN «)¡���{ §©� �¡�)§�{~©� ©|�¡ª0~©� ¡ª��¡ §{� {¨�©¬0«{}0©ª¡�
~¡ §©� ~©� «¡�©~©� ¨{�{ §{ ({�0{|§¡ yS
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t yEuler(V e) yRk4(V rk4) V v

USUU [SUUUU [SUUUU [SUUUU
USVU ]SWUUU VUS]]]U VUS]^UX
USWU VVS\WUU V^SVXXU V^SVX^[
USXU V\SXZWU XWS]ZYU XWS][^V
USYU W[SX[XU ZZSYYWU ZZSY\X^
USZU YUS\]VU ^WSXUVU ^WSX[XW
US[U [XS]ZUU VZWSUUUU VZWSVV^]

h){~�© YSZ_ z{|§{ ~¡ ({§©�¡�S

Errorve = V v − V e Errorvrk4 = V v − V rk4

USUUUU USUUUU
WS[^UX USUUWX
\SYV^[ USUU[[
VZSZV\V USUVZV
W^SVVU^ USUXV^
ZVSZ]WW USU[WW
]]SW[^] USVV^]

h){~�© YS[_ j��©�¡� ¡��0«{~©�S

y¡ «)¡���{ �)¡ ¡§ «{�£¡ª ~¡ j��©� ~¡ §©� ({§©�¡� ~¡ y )�0§0®{ª~© j)§¡� }©ª
§©� �{§©�¡� �¡�~{~¡�©� ¡� «{� £�{ª~¡ �)¡ ¡§ «{�£¡ª ~¡ j��©� ~¡ §©� ({§©�¡�
~¡ y )�0§0®{ª~© x)ª£¡Rq)��{ }©ª §©� �{§©�¡� �¡�~{~¡�©�S
�©~¡«©� ~¡}0� �)¡ §©� ({§©�¡� �©§)}0�ª ¨{�{ §{ ({�0{|§¡ x  §{ ({�0{|§¡ y
�0¡ª¡ª «¡ª©� «{�£¡ª ~¡ ¡��©� }©ª §©� ({§©�¡� (¡�~{~¡�©� ¨©� ¡§ «��©~© ~¡
x)ª£¡Rq)��{ �)¡ ¨©� ¡§ «��©~© ~¡ j)§¡�S

• l�	<}{ ~¡ §{ �©§)}0�ª {¨�©¬0«{~{ { ¡§ ¨�©|§¡«{ ~¡ ({§©�¡� 0ª0}0{§¡�
¨{�{ x  y )�0§0®{ª~© j)§¡�S
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k0£)�{ YSZ_ l��<}{ ~¡ §{ ¢)ª}0�ª �©§)}0�ªS

•• l��<}{ ~¡ §{ �©§)}0�ª {¨�©¬0«{~{ {§ ¨�©|§¡«{ ~¡ ({§©�¡� 0ª0}0{§¡� ¨{�{
x  y )�0§0®{ª~© x)ª£¡Rq)��{S

k0£)�{ YS[_ l��<}{ ~¡ §{ ¢)ª}0�ª �©§)}0�ªS

� j¥¡«¨§© ~¡ ��¡� ¡}){}0©ª¡� ~0¢¡�¡ª}0{§¡� §0ª¡{§¡� ~©ª~¡ �¡ {¨§0}{ ¡§ «�R
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�©~© ~¡ j)§¡�  ¡§ ~¡ x)ª£¡Rq)��{S

t©~¡§© ynx

j§ «©~¡§© ynx ¡� )ª© ~¡ §©� «©~¡§©� ¡¨0~¡«0©§�£0}©� «�� �0«¨§¡� }{¨{}¡�
~¡ }{¨�)�{� «)}¤{� ~¡ §{� }{�{}�¡����0}{� ��¨0}{� ~¡ §©� |�©�¡� ¡¨0~�«0}©�S
j§ ª©«|�¡ ~¡§ «©~¡§© ¨�©(0¡ª¡ ~¡ §{� 0ª0}0{§¡� y M¨©|§{}0�ª �)�}¡¨�0|§¡NQ n
M¨©|§{}0�ª 0ª¢¡}�{~{N  x M¨©|§{}0�ª �¡})¨¡�{~{NS j§ «©~¡§© �¡§{}0©ª{ §{�
({�0{|§¡� ~¡ §{� ��¡� ¨©|§{}0©ª¡� My)�}¡¨�0|§¡Q nª¢¡}�{~{  x¡})¨¡�{~{N {
��{(�� ~¡ §{ �{�{ ~¡ 0ª¢¡}}0�ª  ¡§ ¨¡��©~© 0ª¢¡}}0©�© ¨�©«¡~0©S s{� ¡}){}0©ª¡�
~¡ ¡��¡ «©~¡§© �©ª_ dS

dt
= −BSIQdI

dt
= BSI − vIQdR

dt
= vIS

i©ª~¡_
B : �{�{ ~¡ 0ª¢¡}}0�ªQ
v : �{�{ ~¡ �¡})¨¡�{}0�ªS

j¥¡«¨§© YSX ��©|§¡«{ ¡¨0~¡«0©§�£0}© nªB)¡ª®{S

jª )ª{ ¨©|§{}0�ª ~¡ 763 ¤{|0�{ª�¡� ¡¬0��¡ )ª |�©�¡ ¡¨0~¡«0©§�£0}© ~¡ nªR
B)¡ª®{Q ¡ª §{ }){§ ¡¬0��¡ª 762 ¨¡��©ª{� �)�}¡¨�0|§¡�  V ¨¡��©ª{ 0ª¢¡}�{~{Q
~{~© �)¡ ¡� )ª{ ¡¨0~¡«0{ }©ª �{�{ ~¡ 0ª¢¡}}0�ª ~¡ 0,0026  �{�{ ~¡ �¡})¨¡R
�{}0�ª ~¡ 0,5Q ~0}¤{ ¨©|§{}0�ª ¡��{�� ¡ª ©|�¡�({}0�ª ~¡ 0 { 21 ~�{�Q �¡ ~¡�¡{
}©ª©}¡� §{ �¡§{}0�ª �)¡ ¡¬0��0�� ~)�{ª�¡ ¡�¡ �0¡«¨© ¡ª��¡ §{ ¨©|§{}0�ª �)�}¡¨R
�0|§¡Q §{ ¨©|§{}0�ª 0ª¢¡}�{~{  §{ ¨©|§{}0�ª �¡})¨¡�{~{S

y©§)}0�ª_

��0«¡�© {ª{§0}¡«©� §©� ~{�©� �)¡ �¡ª¡«©�  §{� ({�0{|§¡� �)¡ �¡¨�¡�¡ª�{ª
~¡ {})¡�~© {§ «©~¡§© ynxS
i¡ {})¡�~© {§ ¨�©|§¡«{ �{|¡«©� �)¡ §{ ¨©|§{}0©ª ¡� ~¡ 763 ¤{|0�{ª�¡�Q  �)¡
¡ª ¡§ ~0{ 0 ¡¬0��¡ª 762 ¨¡��©ª{� �)�}¡¨�0|§¡�Q 1 ¨¡��©ª{ 0ª¢¡}�{~{  0 ¨¡��©ª{�
�¡})¨¡�{~{� ¨©� §© �)¡ ¨©~¡«©� }©ª�0~¡�{�_ S(0) = 762Q I(0) = 1Q R(0) = 0Q
N = 7Q B = 0,0026Q v = 0,5Q t = 21 ~�{�S y¡ )�0§0®{ª §©� «	�©~©� ~¡ j)§¡�
 x)ª£¡Rq)��{ ¨{�{ }©ª©}¡� §{ �¡§{}0�ª �)¡ ¡¬0��0�� ~)�{ª�¡ WV ~�{� ¡ª��¡ §{
¨©|§{}0�ª �)�}¡¨�0|§¡Q §{ ¨©|§{}0�ª 0ª¢¡}�{~{  §{ ¨©|§{}0�ª �¡})¨¡�{~{S

t©~¡§© ynx ~¡ nªB)¡ª®{ Mx¡~¡<ª0¡ª~© §{� ({�0{|§¡�  ¡}){}0©ª¡�N

s{� ¡}){}0©ª¡� ~¡ ¡��¡ «©~¡§© �©ª_ dx
dt

= −0,0026xyQ



XW hf��z�sv YS tñzvivy u�tñxnhvy ij �u �fyv

dy
dt

= 0,0026xy − 0,5y
dz
dt

= 0,5y
i©ª~¡ x := SusceptiblesQ y := Infectados  z := Recuperados.
i{�©�_
z0¡«¨© 0ª0}0{§_ 0
z0¡«¨© <ª{§_ 21
u�«¡�© ~¡ 0ª�¡�({§©�_ 21
�{§©� ~¡ ¬ ¡ª ¡§ �0¡«¨© 0ª0}0{§_ 762
�{§©� ~¡  ¡ª ¡§ �0¡«¨© 0ª0}0{§_ 1
�{§©� ~¡ ® ¡ª ¡§ �0¡«¨© 0ª0}0{§_ 0S

s{ �{|§{ MYS\N «)¡���{ §©� �¡�)§�{~©� ©|�¡ª0~©� ¨{�{ §{ ({�0{|§¡ x := SusceptiblesS

t xEuler(V e) xRk4(V rk4)

USUU \[WSUUUU \[WSUUUU
USUW\ZWX \[VS^Z \[VS^Y
USUZZUY[ \[VS]^ \[VS]^
SSS SSS SSS
WSUU^W \X^SW] \X\S^V
WSUX[\ \X]SXY \X[S]^
SSS SSS SSS
V[SUV] VZSZVY VZS^^[
V[SUY[ VZSZU^ VZS^^W
SSS SSS SSS
WUS^\W VZSWUY VZS[\Y
WV VZSWUY VZS[\X

h){~�© YS\_ z{|§{ ~¡ ({§©�¡�S

s{ �{|§{ MYS]N «)¡���{ §©� �¡�)§�{~©� ©|�¡ª0~©� ¨{�{ §{ ({�0{|§¡ y :=
InfectadosS



YSXS jojt�svy f�snhfuiv j�sjx � x�uljRq�zzf XX

t yEuler(V e) yRk4(V rk4)

USUU VSUUUU VSUUUU
USUW\ZWX VSUYU] VSUYV[
USUZZUY[ VSU]XW VSU]Y^
SSS SSS SSS
WSUU^W V\S]^\ V]S^VY
WSUX[\ V]SZ^] V^S[[[
SSS SSS SSS
V[SUV] XS^[\X YSUU\Z
V[SUY[ XS^V\W XS^Z\W
SSS SSS SSS
WUS^\W USX^^^[ USYVWYY
WV USX^Y]^ USYU\W[

h){~�© YS]_ z{|§{ ~¡ ({§©�¡�S

s{ �{|§{ MYS^N «)¡���{ §©� �¡�)§�{~©� ©|�¡ª0~©� ¨{�{ §{ ({�0{|§¡ z :=
RecuperadosS

t zEuler(V e) zRk4(V rk4)

USUU USUUUU USUUUU
USUW\ZWX USUVX\[V USUVYUY[
USUZZUY[ USUW]U]Y USUW][\[
SSS SSS SSS
WSUU^W ZS]V] [SV\]Y
WSUX[\ [SU[YX [SYYX^
SSS SSS SSS
V[SUV] \YXSZW \YX
V[SUY[ \YXSZ\ \YXSUZ
SSS SSS SSS
WUS^\W \Y\SY \Y[S^V
WV \Y\SY \Y[S^W

h){~�© YS^_ z{|§{ ~¡ ({§©�¡�S

l��<}{ ~¡ §{ �¡§{}0�ª �)¡ ¡¬0��0�� ~)�{ª�¡ WV ~�{� ¡ª��¡ §{ ¨©|§{}0�ª



XY hf��z�sv YS tñzvivy u�tñxnhvy ij �u �fyv

�)�}¡¨�0|§¡ xQ §{ ¨©|§{}0�ª 0ª¢¡}�{~{ y  §{ ¨©|§{}0�ª �¡})¨¡�{~{ z )�0§0®{ª~©
¡§ «��©~© ~¡ j)§¡�S

k0£)�{ YS\_ l��<}{ ~¡ §{ ¢)ª}0�ª �©§)}0�ªS

l��<}{ ~¡ §{ �¡§{}0�ª �)¡ ¡¬0��0�� ~)�{ª�¡ WV ~�{� ¡ª��¡ §{ ¨©|§{}0�ª
�)�}¡¨�0|§¡ xQ §{ ¨©|§{}0�ª 0ª¢¡}�{~{ y  §{ ¨©|§{}0�ª �¡})¨¡�{~{ z )�0§0®{ª~©
¡§ «��©~© ~¡ x)ª£¡Rq)��{S

k0£)�{ YS]_ l��<}{ ~¡ §{ ¢)ª}0�ª �©§)}0�ªS

u)¡���{� }©ª}§)�0©ª¡� ~¡ ¡��¡ ¡¥¡«¨§© �©ª_



YSXS jojt�svy f�snhfuiv j�sjx � x�uljRq�zzf XZ

��©~¡«©� ~¡}0� �)¡ ¡§ «��©~© ~¡ x)ª£¡Rq)��{ ª©� ~{ )ª{ �¡§{}0�ª «�� ¡¬{}R
�{ ¡ª��¡ §{ ¨©|§{}0�ª �)�}¡¨�0|§¡ xQ §{ ¨©|§{}0�ª 0ª¢¡}�{~{ y  §{ ¨©|§{}0�ª
�¡})¨¡�{~{ z �)¡ ¡§ «��©~© ~¡ j)§¡�S
�i)�{ª�¡ 0 { 5 ~	{� ¨©~¡«©� ©|�¡�({� ¡ª §{� £��<}{� �)¡ §{ ¨©|§{}0�ª 0ª¢¡}R
�{~{ }�¡}¡ «�� ��¨0~© �)¡ §{ ¨©|§{}0�ª �¡})¨¡�{~{ ¨©� §© �)¡ §{ ¨©|§{}0�ª
�)�}¡¨�0|§¡ �¡ }©ª(0¡��¡ ¡ª 0ª¢¡}�{~{S
�i)�{ª�¡ 5 { 15 ~	{� �¡ ¨)¡~¡ ©|�¡�({� �)¡ §{ ¨©|§{}0�ª �¡})¨¡�{~{ }�¡}¡
¡ª }©«¨{�{}0�ª }©ª §{ ¨©|§{}0�ª 0ª¢¡}�{~{ �)¡ ~¡}�¡}¡Q ¡� ~¡}0� ¡§ (0�)� ~¡
0ªB)¡ª®{ ({ ¨¡�~0¡ª~© ¢)¡�®{  ¡��� �0¡ª~© ¡§0«0ª{~© ¨©� §© �)¡ §{ ¨©|§{}0�ª
�)�}¡¨�0|§¡ ~0�«0ª)¡ }©ª(0��0�ª~©�¡ ¡ª �¡})¨¡�{~{S
�i)�{ª�¡ 15 { 21 ~	{� �¡ ¨)¡~¡ ©|�¡�({� �)¡ §{ ¨©|§{}0�ª �¡})¨¡�{~{ �0¡ª~¡ {
�¡� §{ ¨©|§{}0�ª �©�{§ «0¡ª��{� �)¡ §{ ¨©|§{}0�ª 0ª¢¡}�{~{ �0¡ª~¡ { �¡� }{�0 0Q
¡� ~¡}0�Q �)¡ ¡§ (0�)� ~¡ 0ªB)¡ª}0{ }{�0 ~¡�{¨{�¡}¡Q �0¡ª~© {�	 �)¡ §{ ¨©|§{}0�ª
�)�}¡¨�0|§¡ �¡ }©ª(0¡��¡ }{�0 ¡ª �) �©�{§0~{~ ¡ª ¨©|§{}0�ª �¡})¨¡�{~{S

�j¥¡«¨§© ~¡ }){��© ¡}){}0©ª¡� ~0¢¡�¡ª}0{§¡� §0ª¡{§¡� ~©ª~¡ �¡ {¨§0}{ ¡§
«��©~© ~¡ j)§¡�  ¡§ ~¡ x)ª£¡Rq)��{S

j¥¡«¨§© YSY h©ª�0~¡�¡«©� ¡§ ¨�©|§¡«{ ~¡ ({§©�¡� 0ª0}0{§¡�
dx
dt

= x− y + z − wQ dy
dt

= −y + 2z − 2wQ
dz
dt

= 2z − 3wQ dw
dt

= −2w
x(0) = 1Q y(0) = 2Q z(0) = 3Q w(0) = 4S
��¡�¡ ¡§ «��©~© ~¡ j)§¡�  x)ª£¡Rq)��{ ¨{�{ ©|�¡ª¡� )ª{ {¨�©¬0«{}0�ª ~¡
x(10)Q y(10)Q z(10)Q w(10) ¡«¨§¡{ª~© h = 0,2S
i{�©�_
z0¡«¨© 0ª0}0{§_ 0
z0¡«¨© <ª{§_ 10
u�«¡�© ~¡ 0ª�¡�({§©�_ 50
�{§©� ~¡ ¬ ¡ª ¡§ �0¡«¨© 0ª0}0{§_ 1
�{§©� ~¡  ¡ª ¡§ �0¡«¨© 0ª0}0{§_ 2
�{§©� ~¡ ® ¡ª ¡§ �0¡«¨© 0ª0}0{§_ 3
�{§©� ~¡ ' ¡ª ¡§ �0¡«¨© 0ª0}0{§_ 4

s{ �{|§{ MYSVUN«)¡���{ §©� �¡�)§�{~©� ©|�¡ª0~©� ¡ª��¡ §{� {¨�©¬0«{}0©ª¡� ~¡
§©� ~©� «¡�©~©� ¨{�{ §{ ({�0{|§¡ xS



X[ hf��z�sv YS tñzvivy u�tñxnhvy ij �u �fyv

t xEuler(V e) xRk4(V rk4) V v

USU V V V
V USU\\\Z USVXZY USVXZX
W USUU[UY[ USUV]XX USUV]X
X USUUUY\U USUUWY] USUUWY
Y USUUUUX[Z USUUUXX[ USUUUX
Z USUUUUUW]Y USUUUUYZX USUUUUYZ
[ USUUUUUUWWV USUUUUU[V[[W USUUUUU[VYY
\ USUUUUUUUV\V] USUUUUUU]XY^ USUUUUUU]XV
] USUUUUUUUUVXU USUUUUUUVVWYY USUUUUUUVVW
^ USUUUUUUUYY[U USUUUUUUUVU[[U USUUUUUUUVZ
VU USUUUUUUUU\^U] USUUUUUUUUXWW USUUUUUUUUW

h){~�© YSVU_ z{|§{ ~¡ ({§©�¡�S

y¡ «)¡���{ �)¡ ¡§ «{�£¡ª ~¡ j��©� ~¡ §©� ({§©�¡� ~¡ j)§¡� }©ª §©� �{§©�¡�
�¡�~{~¡�©� ¡� «{� £�{ª~¡ �)¡ ¡§ «{�£¡ª ~¡ j��©� ~¡ §©� ({§©�¡� ~¡ x)ª£¡R
q)��{ }©ª §©� �{§©�¡� �¡�~{~¡�©� ¨{�{ §{ ({�0{|§¡ xS

s{ �{|§{ MYSVVN «)¡���{ §©� �¡�)§�{~©� ©|�¡ª0~©� ¡ª��¡ §{� {¨�©¬0«{}0©ª¡�
~¡ §©� ~©� «¡�©~©� ¨{�{ §{ ({�0{|§¡ yS

t yEuler(V e) yRk4(V rk4) V v

USU W W W
V USU^XXV USW\U]X USW\U[
W USUVWU^X USUX[[\Y USUX[[
X USUUU^YUX USUUY^[[X USUUY^
Y USUUUU\XVW USUUU[\W USUUU[
Z USUUUUUZ[] USUUUU^VU\ USUUUU^U
[ USUUUUUUYYWV USUUUUVWXXW USUUUUVWW]
\ USUUUUUUUXYX\ USUUUUUV[[^] USUUUUUV[[X
] USUUUUUUUUW[ USUUUUUUWWY]] USUUUUUUWWZ
^ USUUUUUUUUUU]^ USUUUUUUUWVXW USUUUUUUUX
VU USUUUUUUUUVZ USUUUUUUUU[YZ[ USUUUUUUUUY

h){~�© YSVV_ z{|§{ ~¡ ({§©�¡�S



YSXS jojt�svy f�snhfuiv j�sjx � x�uljRq�zzf X\

y¡ «)¡���{ �)¡ ¡§ «{�£¡ª ~¡ j��©� ~¡ §©� ({§©�¡� ~¡ j)§¡� }©ª §©� �{§©�¡�
�¡�~{~¡�©� ¡� «{� £�{ª~¡ �)¡ ¡§ «{�£¡ª ~¡ j��©� ~¡ §©� ({§©�¡� ~¡ x)ª£¡R
q)��{ }©ª §©� �{§©�¡� �¡�~{~¡�©� ¨{�{ §{ ({�0{|§¡ yS

s{ �{|§{ MYSVWN«)¡���{ §©� �¡�)§�{~©� ©|�¡ª0~©� ¡ª��¡ §{� {¨�©¬0«{}0©ª¡�
~¡ §©� ~©� «¡�©~©� ¨{�{ §{ ({�0{|§¡ zS

t zEuler(V e) zRk4(V rk4) V v

USU X X X
V USWXXW\ USYU[WY USYU[U
W USUV]VX USUZZUVW USUZY^
X USUUVYVU USUU\YY USUU\Y
Y USUUUVU^ USUUVUU] USUUVU
Z USUUUUU]ZW USUUUVX[[ USUUUVX[
[ USUUUUUU[[X USUUUUV]Y^] USUUUUV]YXW
\ USUUUUUUUZVZ USUUUUUWZUY USUUUUUWY^Y
] USUUUUUUUUX^ USUUUUUUXX\XX USUUUUUUXX\
^ USUUUUUUUUUVX USUUUUUUUXV^] USUUUUUUUYZ
VU USUUUUUUUUWX USUUUUUUUU^[] USUUUUUUUU[

h){~�© YSVW_ z{|§{ ~¡ ({§©�¡�S

y¡ «)¡���{ �)¡ ¡§ «{�£¡ª ~¡ j��©� ~¡ §©� ({§©�¡� ~¡ j)§¡� }©ª §©� �{§©�¡�
�¡�~{~¡�©� ¡� «{� £�{ª~¡ �)¡ ¡§ «{�£¡ª ~¡ j��©� ~¡ §©� ({§©�¡� ~¡ x)ª£¡R
q)��{ }©ª §©� �{§©�¡� �¡�~{~¡�©� ¨{�{ §{ ({�0{|§¡ zS

s{ �{|§{ MYSVXN «)¡���{ §©� �¡�)§�{~©� ©|�¡ª0~©� ¡ª��¡ §{� {¨�©¬0«{}0©ª¡�
~¡ §©� ~©� «¡�©~©� ¨{�{ §{ ({�0{|§¡ wS



X] hf��z�sv YS tñzvivy u�tñxnhvy ij �u �fyv

t wEuler(V e) wRk4(V rk4) V v

USU Y Y Y
V USXVVUY USZYV[[ USZYVX
W USUWYV] USU\XXY USU\XW
X USUUV]] USUU^^X USUU^^
Y USUUUVY[ USUUVXY USUUVX
Z USUUUUVVX USUUUV]WV USUUUV]V
[ USUUUUUU]]Y USUUUUWY[[Y USUUUUWYZ\
\ USUUUUUUU[] USUUUUUXXY USUUUUUXXW[
] USUUUUUUUUZXY USUUUUUUYZWW USUUUUUUYZ
^ USUUUUUUUUUYVZ USUUUUUUU[VWY USUUUUUUU[
VU USUUUUUUUUUUXW USUUUUUUUU]W^ USUUUUUUUU]

h){~�© YSVX_ z{|§{ ~¡ ({§©�¡�S

y¡ «)¡���{ �)¡ ¡§ «{�£¡ª ~¡ j��©� ~¡ §©� ({§©�¡� ~¡ j)§¡� }©ª §©� �{§©�¡�
�¡�~{~¡�©� ¡� «{� £�{ª~¡ �)¡ ¡§ «{�£¡ª ~¡ j��©� ~¡ §©� ({§©�¡� ~¡ x)ª£¡R
q)��{ }©ª §©� �{§©�¡� �¡�~{~¡�©� ¨{�{ §{ ({�0{|§¡ wS

�©~¡«©� ~¡}0� �)¡ §©� ({§©�¡� �©§)}0�ª ¨{�{ §{ ({�0{|§¡ xQ §{ ({�0{|§¡ yQ
§{ ({�0{|§¡ z  §{ ({�0{|§¡ w �0¡ª¡ª «¡ª©� «{�£¡ª ~¡ ¡��©� { §©� ({§©�¡� (¡�R
~{~¡�©� ¨©� ¡§ «��©~© ~¡ x)ª£¡Rq)��{ �)¡ ¨©� ¡§ «��©~© ~¡ j)§¡�S

• l�	<}{ ~¡ §{ �©§)}0�ª {¨�©¬0«{~{ {§ ¨�©|§¡«{ ~¡ ({§©�¡� 0ª0}0{§¡� ¨{�{
x, y, z  w )�0§0®{ª~© j)§¡�S



YSXS jojt�svy f�snhfuiv j�sjx � x�uljRq�zzf X^

k0£)�{ YS^_ l��<}{ ~¡ §{ ¢)ª}0�ª �©§)}0�ªS

•• l��<}{ ~¡ §{ �©§)}0�ª {¨�©¬0«{~{ {§ ¨�©|§¡«{ ~¡ ({§©�¡� 0ª0}0{§¡� ¨{�{
x, y, z  w )�0§0®{ª~© x)ª£¡Rq)��{S

k0£)�{ YSVU_ l��<}{ ~¡ §{ ¢)ª}0�ª �©§)}0�ªS



YU hf��z�sv YS tñzvivy u�tñxnhvy ij �u �fyv



h{¨��)§© Z

t©~¡§© M��©|§¡«{N

u)¡���© �0��¡«{ �¡ }©«¨©ª¡ ~¡ ��¡� })¡�¨©� z0¡��{Q s)ª{  ª{(¡ ¡�¨{}0{§
�)¡ }©ª�0~¡�{«©� �0ª ¡���)}�)�{ 0ª�¡�ª{  }{�{}�¡�0®{~©� ~¡ ¢©�«{ �ª0}{ ¨©�
�)� «{�{�Q MT QML  mQ �¡�¨¡}�0({«¡ª�¡S
s{ �ª0}{ 0ª�¡�{}}0�ª ¨�¡�¡ª�¡ ¡� §{ £�{(0�{�©�0{S �{«©� { �)¨©ª¡�Q ¨©� �0«R
¨§0}0~{~Q �)¡ �©~©� §©� })¡�¨©� �¡ «)¡(¡ª ¡ª ¡§ «0�«© ¨§{ª© Q {~¡«��Q �)¡
§{ s)ª{ £0�{ }©ª (¡§©}0~{~ {ª£)§{� }©ª��{ª�¡ {§�¡~¡~©� ~¡ §{ z0¡��{ ¡ª )ª{
��|0�{ ~¡ �{~0© <¥© r1S s{ ª{(¡ ¨{��¡ ~¡ §{ �)¨¡�<}0¡ �¡��¡���¡ }©ª (¡§©}0~{~
v0  �ª£)§© φ(t) }©ª �¡�¨¡}�© { )ª©� ¡¥¡� {�|0��{�0©� }¡ª��{~©� ¡ª §{ z0¡��{
�)¡ �)¨©ª¡«©� <¥{Q (¡{�¡ §{ <£)�{ MZSVNS
k0ª{§«¡ª�¡Q §{ ª{(¡ ¨)¡~¡ £{��{� )ª{ }0¡��{ }{ª�0~{~ ~¡ ¡ª¡�£	{ E ¡ª }{«R
|0{� ~¡ (¡§©}0~{~ «¡~0{ª�¡ §{ {}}0�ª ~¡ )ª «©�©�S y)¨©ª~�¡«©� �)¡ ¡��¡
«©�©� ¢)ª}0©ª{ }©«© )ª 0«¨)§�© 0ª��{ª��ª¡©S

k0£)�{ ZSV_ t©~¡§©

YV



YW hf��z�sv ZS tvijsv M�xvgsjtfN

z©«{«©� }©«© ©�0£¡ª ~¡§ �0��¡«{ ~¡ �¡¢¡�¡ª}0{ ¡§ }¡ª��© ~¡ §{ z0¡��{ �)¡
�¡ª~�� ¨©� }©©�~¡ª{~{� (0, 0)S s{ §)ª{Q ¨)¡��© �)¡ �¡ «)¡(¡ }©ª (¡§©}0~{~
{ª£)§{� ω }©ª��{ª�¡ {§�¡~¡~©� ~¡ §{ z0¡��{Q �¡ª~�� §{� }©©�~¡ª{~{� �¡�¨¡}�©
~¡§ �0¡«¨©

xL(t) = r1cos(ωt) ¡ yL(t) = r1sin(ωt). MZSVN

¡¬¨�¡�{~{� }©«© }©©�~¡ª{~{� ¨©§{�¡�Q ~©ª~¡ r1 = dTL = (xL(t)
2 + yL(t)

2)
1
2 Q

(¡{�¡ §{ k0£)�{ MZSWNS

k0£)�{ ZSW_ z0¡��{Rs)ª{

k{§�{ ¡ª}©ª��{� §{� ¡}){}0©ª¡� ~¡§ «©(0«0¡ª�© ~¡ §{ ª{(¡ ¡�¨{}0{§S
y¡{ª x(t) ¡ y(t) §{� }©©�~¡ª{~{� ~¡ §{ ª{(¡ ¡ª ¡§ 0ª��{ª�¡ tS �)¡��© �)¡ §{
0ª�¡�{}}0�ª �0¡ª¡ �0«¡���{ ¨©§{�VQ }©ª(0¡ª¡ ��{|{¥{� }©ª }©©�~¡ª{~{� ¨©§{�¡�
¨©� §© �)¡_

x(t) = r(t)cosφ(t), y(t) = r(t)sinφ(t), MZSWN

~©ª~¡ r(t) = [x(t)2+y(t)2]
1
2 ¡� §{ ~0��{ª}0{ }){~���0}{ ~¡ §{ ª{(¡ { §{ z0¡��{Q

(¡{�¡ §{ k0£)�{ MZSZNS

Vs{ ¡}){}0�ª �¡�� �0«���0}{ {§ ¡¥¡ ¨©§{� �0 {§ �¡«¨§{®{� (r, θ) ¨©� (r,−θ) © ¨©� (−r, π−θ)
�¡ ©|�0¡ª¡ )ª{ ¡}){}0�ª ¡�)0({§¡ª�¡S y{|¡� �)¡ §{ ¡}){}0�ª ¡� �0«���0}{ ¡§ ¡¥¡ ¨©§{� ª©�
¨¡�«0�¡ �¡���0ª£0� §©� ({§©�¡� ~¡ θ { §©� �)¡ ¡���ª ¡ª��¡ 0  πS



YX

k0£)�{ ZSX_ u{(¡Rz0¡��{

h©ª §©� ~{�©� {ª�¡�0©�¡� ¨©~¡«©� }{§})§{� §{ ~0��{ª}0{ ~¡ §{ ª{(¡ { §{
s)ª{Q §{ ¡ª¡�£�{ }0ª��0}{  ¨©�¡ª}0{§ ~¡ §{ ª{(¡S
y¡{ γ = φ(t)−ωt ¡§ �ª£)§© ¢©�«{~© ¨©� §{ ª{(¡Rz0¡��{Rs)ª{Q (�{�¡ §{ k0£)�{
MZSYNS

k0£)�{ ZSY_ êª£)§© £{««{

jª }©©�~¡ª{~{� ¨©§{�¡� §{ ~0��{ª}0{ ~¡ §{ ª{(¡ { §{ s)ª{ ~¡ª©�{~{ ¨©�
r2(t) ¡�Q ¨©� {¨§0}{}0�ª ~¡ §{ §¡ ~¡ }©�¡ª©�_

r2(t) =
√
(r(t))2 + (r1)2 − 2r(t)r1cos(φ(t)− ωt)

= [r(t)2 + (r1)
2 − 2r(t)r1cos(φ(t)− ωt)]

1
2

= rL(t, r, φ) MZSXN

i¡<ª{«©� §{ ¨©�0}0�ª ~¡ §{ ª{(¡ }©«©_
N(t) = (x(t), y(t)) = (r(t)cosφ(t), r(t)sinφ(t))S
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f��Q §{ (¡§©}0~{~ ~¡ §{ ª{(¡ ¡��{ ~{~{ ¨©�_
v(t) = N ′(t) =

(
dx
dt
, dy
dt

)
Q

¨©� §© �)¡ ¡§ ¨�©~)}�© ¨)ª�© ~¡ §{ (¡§©}0~{~ ~¡ §{ ª{(¡ ¡�_
v · v =

(
dx
dt

)2
+
(
dy
dt

)2
S

�©� ~¡<ª0}0�ªQ §{ ¡ª¡�£�{ }0ª��0}{ ~¡ )ª ©|¥¡�© ¡ª «©(0«0¡ª�© ¡��	 ~{~{ ¨©�
T = Ec =

1
2
mv · vQ ~©ª~¡ m =«{�{ ~¡§ ©|¥¡�©Q v = §{ (¡§©}0~{~ ~¡§ ©|¥¡�©Q

¨©� §© �)¡ §{ ¡ª¡�£�{ }0ª��0}{ ~¡ §{ ª{(¡ ¡�

T =
1

2
m

[(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2
]
=

1

2
mv, MZSYN

¡ª }©©�~¡ª{~{� �¡}�{ª£)§{�¡�S


¡{«©� }�«© ¡��	 ~¡<ª0~{ §{ ¡ª¡�£�{ }0ª��0}{ ¡ª }©©�~¡ª{~{� ¨©§{�¡�Q
}©ª�0~¡�{ª~© { §{ ª{(¡ }©«© ¡§ ©|¥¡�© ¡ª })¡��0�ªS y¡{ª x(t) = r(t)cos(φ(t)), y(t) =

r(t)sen(φ(t))  r(t) = [(x(t))2 + (y(t))2]
1
2 .

u©�¡«©� �)¡_

(
dx

dt

)2

=

[
dr

dt
cos(φ(t))− r(t)sen(φ(t))

dφ

dt

]2

=

(
dr

dt

)2

cos2(φ(t))− 2
dr

dt
r(t)cos(φ(t))sen(φ(t))

dφ

dt

+ r2(t)sen2(φ(t))

(
dφ

dt

)2

(
dy

dt

)2

=

[
dr

dt
sen(φ(t)) + r(t)cos(φ(t))

dφ

dt

]2

=

(
dr

dt

)2

sen2φ(t) + 2
dr

dt

dφ

dt
r(t)sen(φ(t))cos(φ(t))

+ r2(t)cos2(φ(t))

(
dφ

dt

)2

.
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jª�©ª}¡�
[(

dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2
]

=

[
dr

dt

]2
(cos2(φ(t)) + sen2(φ(t)))

+ (r2(t))(cos2(φ(t)) + sen2(φ(t)))

(
dφ

dt

)2

=

(
dr

dt

)2

+ (r(t))2
(
dφ

dt

)2

.

h©ª §© �)¡ §{ ¡ª¡�£�{ }0ª��0}{ ~¡ §{ ª{(¡ ¡��� ~{~{ ¨©�

T =
1

2
m

[(
dr

dt

)2

+ (r(t))2
(
dφ

dt

)2
]
. MZSZN

¡ª }©©�~¡ª{~{� ¨©§{�¡�S

�©� §© �{ª�© §{ ¡ª¡�£�{ }0ª��0}{ ~¡ §{ ª{(¡ ¡�_

Ecm = T =
1

2
m

[(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2
]
=

1

2
m

[(
dr

dt

)2

+ (r(t))2
(
dφ

dt

)2
]
.MZS[N

�©� ~¡<ª0}0	ª �{|¡«©� �)¡ §{ ¡ª¡�£�{ ¨©�¡ª}0{§ £�{(0�{}0©ª{§ ~¡ )ª{ «{�{
m ¡�_

Epg = −G
M ·m

r
,

~©ª~¡ G ¡� §{ }©ª��{ª�¡ £�{(0�{}0©ª{§Q M ¡� §{ «{�{ ~¡§ })¡�¨© {��{}�0(© 
r ¡� §{ ~0��{ª}0{ ¡ª��¡ �)� }¡ª��©�S
f��Q §{ ¡ª¡�£�{ ¨©�¡ª}0{§ £�{(0�{}0©ª{§ ~¡ §{ ª{(¡ { §{ z0¡��{ ¡��{ ~{~{ ¨©�_

Epg1 = −G
MTm

r(t)
, MZS\N

~©ª~¡ m ¡� §{ «{�{ ~¡ §{ ª{(¡Q MT §{ «{�{ ~¡ §{ z0¡��{  r(t) §{ ~0��{ª}0{
¡ª��¡ §{ ª{(¡  §{ z0¡��{S
�©� ©��© §{~© §{ ¡ª¡�£�{ ¨©�¡ª}0{§ £�{(0�{}0©ª{§ ~¡ §{ ª{(¡ { §{ s)ª{ ¡���
~{~{ ¨©�_

Epg2 = −G
MLm

rL(t, r, φ)
, MZS]N
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~©ª~¡ m ¡� §{ «{�{ ~¡ §{ ª{(¡Q ML ¡� §{ «{�{ ~¡ §{ s)ª{  rL(r, φ, t) §{
~0��{ª}0{ ¡ª��¡ §{ ª{(¡  §{ s)ª{S jª�©ª}¡� ~¡ MZS\N  MZS]N �¡ª¡«©� �)¡ §{
¡ª¡�£�{ ¨©�¡ª}0{§ £�{(0�{}0©ª{§ �©�{§ ~¡ §{ ª{(¡ �)¡ ~¡ª©�{�¡«©� ¨©� V ¡��{
~{~{ ¨©�_

V = −G
MTm

r(t)
−G

MLm

rL(t, r, φ)
. MZS^N

f ¨{��0� ~¡ §{� ¡}){}0©ª¡� ¡ª}©ª��{~{� {ª�¡�0©�«¡ª�¡ MZS[N  MZS^N ¨©~¡«©�
}©ª���)0� ¡§ §{£�{ª£0{ª©Q �)¡ ¨©� ~¡<ª0}0�ª ¡��� ~{~© ¨©�_

L = Ec − Ep = T − V,

�©� §© �)¡ ¡§ §{£�{ª£0{ª© ¡�_

L = T − V =
1

2
m

[(
dr

dt

)2

+ (r(t))2
(
dφ

dt

)2
]
−

(
−G

MTm

r(t)
−G

MLm

rL(t, r, φ)

)

=
1

2
m

[(
dr

dt

)2

+ (r(t))2
(
dφ

dt

)2
]
+G

MTm

r(t)
+G

MLm

rL(t, r, φ)

=
1

2
m

(
dr

dt

)2

+
1

2
mr2(t)

(
dφ

dt

)2

+G
MTm

r(t)
+G

MLm

rL(t, r, φ)
.

MZSVUN

L ¡� )ª{ ¢)ª}0�ª �)¡ ~¡¨¡ª~¡ ~¡ §©� ¨{��«¡��©� t, r, φ ¡ª�©ª}¡� L : R3 → R
�{�{ ©|�¡ª¡� ¡§ ¤{«0§�©ª0{ª© ({«©� { }{§})§{� §©� «©«¡ª�©� }©ª¥)£{~©�
)�0§0®{ª~© ¡§ §{£�{ª£0{ª© ¡ª}©ª��{~©` ¨©� ~¡<ª0}0�ª §©� «©«¡ª�©� }©ª¥)£{~©�
�©ª_

pr =
∂L

∂
(
dr
dt

) = 2

(
1

2
m

(
dr

dt

))
= m

(
dr

dt

)
, MZSVVN

pφ =
∂L

∂
(
dφ
dt

) = 2

(
1

2
mr2(t)

(
dφ

dt

))
= mr2(t)

(
dφ

dt

)
. MZSVWN
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f��Q ¡§ ¤{«0§�©ª0{ª© ¨©� ~¡<ª0}0�ª �)¡~{ }©«©_

H = pr

(
dr

dt

)
+ pφ

(
dφ

dt

)
− L

= m

(
dr

dt

)(
dr

dt

)
+mr2(t)

(
dφ

dt

)(
dφ

dt

)

−
[
1

2
m

(
dr

dt

)2

+
1

2
mr2(t)

(
dφ

dt

)2

+G
MTm

r(t)
+G

MLm

rL(t, r, φ)

]

= m

(
dr

dt

)2

+mr2(t)

(
dφ

dt

)2

−
1

2
m

(
dr

dt

)2

−
1

2
mr2(t)

(
dφ

dt

)2

− G
MTm

r(t)
−G

MLm

rL(t, r, φ)

=
1

2
m

(
dr

dt

)2

+
1

2
mr2(t)

(
dφ

dt

)2

−G
MTm

r(t)
−G

MLm

rL(t, r, φ)

=
m

(
dr
dt

)2

2
+

mr2(t)
(

dφ
dt

)2

2
−G

MTm

r(t)
−G

MLm

rL(t, r, φ)

=
m2

(
dr
dt

)2

2m
+

m2r4(t)
(

dφ
dt

)2

2mr2(t)
−G

MTm

r(t)
−G

MLm

rL(t, r, φ)

=
pr2

2m
+

pφ
2

2mr2(t)
−G

MTm

r(t)
−G

MLm

rL(t, r, φ)
,

}©ª pr
2 = m2

(
dr
dt

)2
 pφ

2 = m2r4(t)
(
dφ
dt

)2
S

��){§«¡ª�¡ ¡§ ¤{«0§�©ª0{ª© ¡� )ª{ ¢)ª}0�ª ~¡ §{� ({�0{|§¡� ~¡ ¨©�0}0�ª
 �)� «©«¡ª�©� }©ª¥)£{~©�Q ~¡ {})¡�~© { §{ �¡}}0�ª WSVSZ ~¡§ }{¨��)§© W
�¡ª¡«©� �)¡_

dr

dt
=

∂H

∂pr
dφ

dt
=

∂H

∂pφ
dpr
dt

= −∂H

∂r
dpφ
dt

= −∂H

∂φ
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h{§})§{«©� §{� ¡}){}0©ª¡� ~¡§ «©(0«0¡ª�© ~¡ §{ ª{(¡_

dr

dt
=

∂H

∂pr
=

2pr

2m
=

pr

m
,

dφ

dt
=

∂H

∂pφ
=

2pφ

2mr2(t)
=

pφ

mr2(t)
,

dpr

dt
= −

∂H

∂r

=
pφ

2

mr3(t)
−G

mMT

r(t)2
−G

mML

rL2(t, r, φ)

(
2r(t)− 2r1cos(φ− ωt)

2[r2(t) + r12 − 2r(t)r1cos(φ− ωt)]
1
2

)

=
pφ

2

mr3(t)
−G

mMT

r(t)2
−G

mML

rL2(t, r, φ)

(
2 [r(t)− r1cos(φ− ωt)]

2[r2(t) + dTL
2 − 2r(t)dTLcos(φ− ωt)]

1
2

)

=
pφ

2

mr3(t)
−G

mMT

r(t)2
−G

mML

rL3(t, r, φ)

(
r(t)− r1cos(φ− ωt)

rL(r, φ, t)

)

=
pφ

2

mr3(t)
−G

mMT

r2(t)
−G

mML

rL2(t, r, φ)
(r(t)− r1cos(φ− ωt)) ,

dpφ

dt
= −

∂H

∂φ

= −G
mML

rL2(t, r, φ)
·
(

2r(t)r1sen(φ− ωt)

2(r2(t) + r12 − 2r(t)r1cos(φ− ωt))
1
2

)

= −G
mML

rL2(t, r, φ)

(
r(t)r1sen(φ− ωt)

rL(r, φ, t)

)

= −G
mML

rL3(t, r, φ)
(r(t)r1sen(φ− ωt)).

k0ª{§«¡ª�¡Q §{� ¡}){}0©ª¡� ~¡ §{ ª{(¡ �©ª_

dr

dt
=

∂H

∂pr
=

pr
m
, MZSVXN

dφ

dt
=

∂H

∂pφ
=

pφ
mr2(t)

, MZSVYN

dpr
dt

= −∂H

∂r

=
pφ

2

mr3(t)
−G

mMT

r2(t)
−G

mML

rL3(t, r, φ)
[r(t)− r1cos(φ− wt)],MZSVZN

dpφ
dt

= −∂H

∂φ
= −G

mML

rL3(t, r, φ)
r(t)r1sin(φ− wt). MZSV[N

m¡«©� ~¡ �¡�©§(¡� ª)«��0}{«¡ª�¡ ¡§ {ª�¡�0©� }©ª¥)ª�© ~¡ }){��© ¡}){}0©ª¡�
~0¢¡�¡ª}0{§¡� ª© §0ª¡{§¡�S �{�{ ¡§§©Q )�0§0®{�¡«©� «�� {~¡§{ª�¡ ¡§ {§£©�0�«© ~¡
x)ª£¡Rq)��{ ~¡ }){��© ©�~¡ªS
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h©«© §{ }©«¨)�{~©�{ 0ª��©~)}¡ )ª «{�£¡ª ~¡ ¡��©� ~¡|0~© {§ �¡~©ª~¡©
�)¡ ¡¢¡}��{ ¡ª }{~{ 0�¡�{}0©ª ¡§ {§£©�0�«© ~¡ x)ª£¡Rq)��{ ~¡ }){��© ©�~¡ªQ
~0}¤© ¡��©� �¡ ¤{}¡ «�� £�{ª~¡ }){ª~© �¡ ��{|{¥{ }©ª ({�0{|§¡� }©ª ({§©�¡�
«) ~0�¨{�¡� ¡ª��¡ ��S
�{�{ «0ª0«0®{� ¡��¡ ¡¢¡}�© ¤{}¡«©� �)¡ §{� ({�0{|§¡� r, φ, pr  pφ �¡{ª ~¡§
«0�«© ©�~¡ª ~¡ «{£ª0�)~S 	ª{ ¢©�«{ ~¡ }©ª�¡£)0�§© ¡� �¡¡�}{§{�§{�WQ §© }){§
�¡ ¨)¡~¡ ¤{}¡� ~¡ ({�0{� ¢©�«{�S jª ¨{��0})§{�Q )�{�¡«©�_

r̃ = r/r1,

φ,

p̃r = pr/mr1,

p̃φ = pφ/mr1
2. MZSV\N

h©ª §© {ª�¡�0©�Q }{§})§¡«©� §{� ¡}){}0©ª¡� ~¡ «©(0«0¡ª�©S
u©�¡«©� �)¡ r1 ¡� )ª{ }©ª��{ª�¡ <¥{S

dr̃

dt
=

d( r
r1
)

dt
=

dr
dt

r1
=

mdr
dt

mr1
=

pr
mr1

= p̃r,

dφ

dt
=

(dφ
dt
)r1

2

r12
=

r2(t)(dφ
dt
)r1

2

r2(t)r12
=

r2(t)( dφ
dt

)

r12

r2(t)
r12

=
p̃φ
r̃2

Wz�{ª�¢©�«{� §0ª¡{§«¡ª�¡ §©� ({§©�¡� ~¡ §{ ¢)ª}0�ª { )ª{ ¡�}{§{ ~¡ ¡({§){}0�ª ¡�¨¡}0<R
}{~{S



ZU hf��z�sv ZS tvijsv M�xvgsjtfN

d
p̃
r

d
t

=
d
(

p
r

m
r
1
)

d
t

=

d
p
r

d
t

m
r 1

=

(
1

m
r 1

)
(
d
p
r

d
t

)
=

(
1

m
r 1

)
(

p
φ
2

m
r
3
(t
)
−

G
m
M

T

r
2
(t
)

−
G

m
M

L

r L
3
(t
,r
,φ

)
[r
(t
)
−

r 1
co
s(
φ
−

w
t)
])

=
p
φ
2

m
2
r
3
(t
)r

1
−

G
m
M

T

m
r
2
(t
)r

1
−

G
m
M

L

m
r 1

r L
3
(t
,r
,φ

)
[r
(t
)
−

r 1
co
s(
φ
−

w
t)
]
=

p
φ
2
r 1

3

m
2
r
3
(t
)r

1
4
−

G
M

T

r
2
(t
)r

1
−

G
M

L

r 1
r L

3
(t
,r
,φ

)
[r
(t
)
−

r 1
co
s(
φ
−

w
t)
]

=

(
p
φ
2

m
2
r 1

4

)
(

r 1 r
(t
)

)
3

−
G
M

T

r 1
3

[
r 1

2

r
2
(t
)
+

M
L
r 1

2

M
T
r L

3
(t
,r
,φ

)
[r
(t
)
−

r 1
co
s(
φ
−

w
t)
]]

=

(
p
φ
2

m
2
r 1

4

)
(

r 1 r
(t
)

)
3

−
G
M

T

r 1
3

 
1

r
2
(t
)

r
1
2

+

(
M

L

M
T

)
(

r 1
2

r L
3
(t
,r
,φ

)

)
[r
(t
)
−

r 1
co
s(
φ
−

w
t)
] 

=

(
p
φ
2

m
2
r 1

4

)
(

r 1 r
(t
)

)
3

−
G
M

T

r 1
3

 
1

(
r
(t
)

r
1
)2

+

(
M

L

M
T

)
(

r 1
2

[r
(t
)2

+
r 1

2
−

2
r
(t
)r

1
co
s(
φ
−

w
t)
]3 2

)
[r
(t
)
−

r 1
co
s(
φ
−

w
t)
] 

=

(
p
φ
2

m
2
r 1

4

)
(

r 1 r
(t
)

)
3

−
G
M

T

r 1
3

 
1

(
r
(t
)

r
1
)2

+

(
M

L

M
T

)
 

r 1
2

(r
1
2
)
3 2
[r

(t
)2

r
1
2

+
1
−

2
r
(t
)

r
1

co
s(
φ
−

w
t)
]3 2

 
[r
(t
)
−

r 1
co
s(
φ
−

w
t)
] 

=

(
p
φ
2

m
2
r 1

4

)
(

r 1 r
(t
)

)
3

−
G
M

T

r 1
3

  
1

(
r
(t
)

r
1
)2

+

(
M

L

M
T

)
  

r 1
2

(r
1
3
)[
(

r
(t
)

r
1

) 2
+

1
−

2
r
(t
)

r
1

co
s(
φ
−

w
t)
]3 2

  
[r
(t
)
−

r 1
co
s(
φ
−

w
t)
]  

=

(
p
φ
2

m
2
r 1

4

)
(

r 1 r
(t
)

)
3

−
G
M

T

r 1
3

  
1

(
r
(t
)

r
1
)2

+

(
M

L

M
T

)
  

1

(r
1
)[
(

r
(t
)

r
1

) 2
+

1
−

2
r
(t
)

r
1

co
s(
φ
−

w
t)
]3 2

  
[r
(t
)
−

r 1
co
s(
φ
−

w
t)
]  

=

(
p
φ
2

m
2
r 1

4

)
  

1
(

r
(t
)

r
1

) 3

  
−

G
M

T

r 1
3

  
1

(
r
(t
)

r
1
)2

+

(
M

L

M
T

)
  

1

[(
r
(t
)

r
1

) 2
+

1
−

2
r
(t
)

r
1

co
s(
φ
−

w
t)
]3 2

  
[r
(t
)

r 1
−

r 1 r 1
co
s(
φ
−

w
t)
]  

=
( p̃

φ
2
)(

1 r̃
3

)
−

�
[

1

(r̃
)2

+
µ

(
1

[1
+

r̃
2
−

2
r̃
co
s(
φ
−

w
t)
]3 2

)
[r̃

−
co
s(
φ
−

w
t)
]]

=
( p̃

φ
2
)(

1 r̃
3

)
−

�
[

1

(r̃
)2

−
µ

(
1

(r̃
′)
3

)
[r̃

−
co
s(
φ
−

w
t)
]]

=

(
p̃
2 φ r̃
3

)
−

�
[

1

(r̃
)2

+
µ

(r̃
′)
3
[r̃

−
co
s(
φ
−

w
t)
]] ,



ZV

d
p̃
φ

d
t

=
d
(

p
φ

m
r
1
2

)

d
t

=

(
1

m
r 1

2

)
d
p
φ

d
t

=

(
1

m
r 1

2

)
(
−
G

m
M

L

r L
3
(t
,r
,φ

)
(r
(t
)r

1
se
n
(φ

−
w
t)
))

=
−

(
G r 1
3

)
(

M
L

r L
3
(t
,r
,φ

)
(r
(t
)r

1
2
se
n
(φ

−
w
t)
))

=
−

(
G
M

T

r 1
3

)
(
M

L

M
T

)
(

r
(t
)r

1
2

r L
3
(t
,r
,φ

)
se
n
(φ

−
w
t)

)

=
−

(
G
M

T

r 1
3

)
(
M

L

M
T

)
(
r
(t
)

r 1

)
(

r 1
3

r L
3
(t
,r
,φ

)

)
(s
en

(φ
−

w
t)
)
=

−
�
µ
r̃

(
r 1

3

r L
3
(t
,r
,φ

)

)
(s
en

(φ
−

w
t)
)

=
−
�
µ
r̃

(
r 1

3

[r
(t
)2

+
r 1

2
−

2
r
(t
)r

1
co
s(
φ
−

w
t)
]3 2

)
(s
en

(φ
−

w
t)
)

=
−
�
µ
r̃

 
r 1

3

(r
1
2
)
3 2
[r

(t
)2

r
1
2

+
1
−

2
r
(t
)

r
1

co
s(
φ
−

w
t)
]3 2

 
(s
en

(φ
−

w
t)
)

=
−
�
µ
r̃

  
r 1

3

(r
1
)3
[(

r
(t
)

r
1

) 2
+

1
−

2
r
(t
)

r
1

co
s(
φ
−

w
t)
]3 2

  
(s
en

(φ
−

w
t)
)

=
−
�
µ
r̃

  
1

[(
r
(t
)

r
1

) 2
+

1
−

2
r
(t
)

r
1

co
s(
φ
−

w
t)
]3 2

  
(s
en

(φ
−

w
t)
)

=
−
�
µ
r̃

(
1

[1
+

(r̃
)2

−
2
r̃
co
s(
φ
−

w
t)
]3 2

)
(s
en

(φ
−

w
t)
)

=
−
�
µ
r̃

(
1

(r̃
′)
3

)
(s
en

(φ
−

w
t)
)

=
−
�
µ
r̃

r̃
′3

si
n
(φ

−
ω
t)
.



ZW hf��z�sv ZS tvijsv M�xvgsjtfN

�©� §© �)¡Q ¡ª ¡��¡ }{�©Q §{� ¡}){}0©ª¡� ~¡ «©(0«0¡ª�© �©ª_

dr̃

dt
= p̃r, MZSV]N

dφ

dt
=

p̃φ
r̃2

, MZSV^N

dp̃r
dt

=

(
p̃2φ
r̃3

)
−�

[
1

(r̃)2
+

µ

(r̃′)3
[r̃ − cos(φ− wt)]

]
, MZSWUN

dp̃φ
dt

= −�µr̃

r̃′3
sin(φ− ωt), MZSWVN

~©ª~¡Q

� ≡ GMT/r
3
1,

µ ≡ ML/MT ,

r̃′ ≡ [1 + r̃2 − 2r̃cos(φ− ωt)]1/2.

s©� ({§©�¡� ª)«��0}©� �)¡ )�{�¡«©� �©ª §©� �)¡ �¡ «©���{�©ª ¡ª ¡§ }{¨��)§©
W_

G = 6.67× 10−11Nm2kg−2, N =
mkg

s2

MT = 5.9736× 1024kg,

ML = 0.07349× 1024kg,

r1 = 3.844× 108m,

ω = 2.6617× 10−6s−1.

j��©� ({§©�¡� ª)«¡�0}©� {¨�©¬0«{~©� ¡��{ª { ¡��{|§¡}0~©� ~¡ «{ª¡�{ £¡ª¡R
�{§S f~¡«��Q }©«© §{ ª{(¡ ~¡�¨¡£{ ~¡�~¡ §{ �)¨¡�<}0¡ �¡��¡���¡  §§¡£{ { §{
§)ª{Q �©ª ª¡}¡�{�0©� §©� �{~0©� ~¡ §{ z0¡��{Q RT = 6.378160 × 106mQ  ~¡ §{
s)ª{Q RL = 1.7374× 106mS

x¡�©§(¡� §{� Y ¡}){}0©ª¡� ~¡ «©(0«0¡ª�© �¡�)0¡�¡ ¨�©¨©�}0©ª{� §©� ({§©�¡�
0ª0}0{§¡� ~¡ r, φ, pr,  pφS s©� ~©� ¨�0«¡�©� r, φ ~¡�¡�«0ª{ª ¡§ ¨)ª�© ~¡ §{ª®{R
«0¡ª�© ~¡§ }©¤¡�¡Q ¨)¡� r ¡� §{ ~0��{ª}0{ ~¡§ }©¤¡�¡ { §{ �0¡��{  φ ¡� ¡§ {ª£)§©
~¡ 0ª}§0ª{}0©ª �)¡ �0¡ª¡ ¡§ }©¤¡�¡ ¡ª ¡§ «©«¡ª�© 0ª0}0{§ ~¡§ §{ª®{«0¡ª�©S
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k0£)�{ ZSZ_ u{(¡Rz0¡��{

jª }){ª�© { §©� ({§©�¡� 0ª0}0{§¡� ~¡ §©� «©«¡ª�©� pr  pφQ ¨)¡~¡ª ©|R
�¡ª¡��¡ { ¨{��0� ~¡ §{ (¡§©}0~{~  {ª£)§© ~¡ §{ª®{«0¡ª�© v = (dx

dt
, dy
dt
) =

(vcos(θ), vsin(θ)) �¡})��0¡ª~© { §{� ~¡<ª0}0©ª¡�S

f��Q �¡ �0¡ª¡ª §{� �¡§{}0©ª¡� �0£)0¡ª�¡�_

p̃r =
pr

mr1
=

m dr
dt

mr1
=

(
m

mr1

)(
dr

dt

)
=

(
1

r1

)(
d

dt

√
x2 + y2

)

=

(
1

r1

)(
2x dx

dt
+ 2y dy

dt

2(x2 + y2)
1
2

)
=

(
1

r1

)(
x dx

dt
+ y dy

dt

(x2 + y2)
1
2

)

=
x dx

dt
+ y dy

dt

(x2 + y2)
1
2 r1

=
x dx

dt
+ y dy

dt

rr1
=

xvcos(θ) + yvsin(θ)

rr1

=
rvcos(θ)cos(φ) + rvsin(θ)sin(φ)

rr1
=

vcos(θ)cos(φ) + vsin(θ)sin(φ)

r1

=
v

r1
(cos(θ)cos(φ) + sin(θ)sin(φ)) =

v

r1
(cos(θ − φ)) = ṽcos(θ − φ),

~©ª~¡ ṽ = v
r1

}©ª §{ }©ª�{ª�¡ v = 11.2km/s = 40.320km/hS
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�©� ©��© §{~©Q ª©�¡«©� �)¡ φ = arctan
(
y
x

)
S

p̃φ =
pφ

mr12
=

mr2
(

dφ
dt

)

mr12
=

(
r2

r12

)(
dφ

dt

)
=

(
r2

r12

)(
d(arctan

( y
x

)
)

dt

)

=

(
r

r1

)2



d( y
x )

dt

1 +
( y
x

)2


 = (r̃)2




d( y
x )

dt

1 +
( y
x

)2


 =

(
r̃2

1 +
( y
x

)2

)(
d
( y
x

)

dt

)

=

(
r̃2

1 +
( y
x

)2

)(
x dx

dt
− y dy

dt

x2

)
=


 r̃2

1 +
(

y2

x2

)




(
x dx

dt
− y dy

dt

x2

)

=


 r̃2

x2 +
(

y2·x2

x2

)




(
x
dx

dt
− y

dy

dt

)
=

(
r̃2

x2 + y2

)(
x
dx

dt
− y

dy

dt

)

=

(
r̃2

r2

)
(xvsen(θ)− yvcos(θ))

=

(
r̃2

r2

)
(rcos(φ)vsen(θ)− rsen(φ)vcos(θ))

=

(
r̃2

r2

)
(rv(cos(φ)sen(θ)− sen(φ)cos(θ)))

=

(
r̃2

r

)
(v(sen(θ − φ)))

=

(
r̃2r1v

rr1

)
(sen(θ − φ))

= (r̃2)
( r1

r

)(
v

r1

)
(sen(θ − φ))

= (r̃2)

(
1
r
r1

)(
v

r1

)
(sen(θ − φ))

= (r̃2)

(
1

r̃

)(
v

r1

)
(sen(θ − φ))

= r̃

(
v

r1

)
(sen(θ − φ))

= r̃ṽsin(θ − φ).

k0ª{§«¡ª�¡ �¡ª¡«©�_

p̃r = ṽcos(θ − φ),

p̃φ = r̃ṽsin(θ − φ).

y{§(© �)¡ ¡§ ¨)ª�© ~¡ §{ª®{«0¡ª�© ¡��� �©|�¡ §{ �)¨¡�<}0¡ ~¡ §{ z0¡��{Q
r = RT Q ª© ¡¬0��¡ )ª «��©~© £¡ª¡�{§ ¨{�{ {�0£ª{� ({§©�¡� 0ª0}0{§¡� {§ �¡�R
�© ~¡ ({�0{|§¡�Q φ, θ  vS j� {}©ª�¡¥{|§¡Q ª© ©|��{ª�¡Q �)¡ v �¡{ ¨��¬0«{ {
§{ (¡§©}0~{~ ~¡ ¡�}{¨¡Q ¨)¡��© �)¡ ���¡ ¡� ¡§ «	ª0«© ({§©� �)¡ £{�{ª�0®{ �)¡
§{ ª{(¡ �0¡ª¡ §{ ¡ª¡�£	{ �)<}0¡ª�¡ ¨{�{ ¡�}{¨{� ~¡§ }{«¨© £�{(0�{�©�0© ~¡ §{
z0¡��{S k0ª{§«¡ª�¡Q ¤{ «)}¤{ §0|¡��{~ ¨{�{ ¡�}©£¡� φ  θQ �)¡ ~¡¨¡ª~¡ª ~¡
~�ª~¡ ¡��� �0�){~{ §{ s)ª{ ¡ª ¡§ «©«¡ª�© ~¡§ §{ª®{«0¡ª�©S
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y©§)}0�ª ~¡§ t©~¡§©M��©|§¡«{N

jª ¡§ }{¨��)§© {ª�¡�0©� ~¡<ª0«©� ª)¡���© «©~¡§© }©«© ¡§ §{ª®{«0¡ª�© ~¡
)ª{ ª{(¡ ¡�¨{}0{§ { §{ §)ª{ �¡ª0¡ª~© }©«© ¨)ª�© ~¡ ¨{��0~{ §{ �0¡��{Q {��Q
ª)¡���© «©~¡§© �¡ }©«¨©ª¡ ~¡ ��¡� })¡�¨©� �0¡��{Q §)ª{  ª{(¡ ¡�¨{}0{§ �)¡
}©ª�0~¡�{«©� �0ª ¡���)}�)�{ 0ª�¡�ª{  }{�{}�¡�0®{~©� ~¡ ¢©�«{ �ª0}{ ¨©� �)�
«{�{�QMT Q ML  mQ �¡�¨¡}�0({«¡ª�¡S y0¡ª~© {�� ¡§ ¨�©|§¡«{ ¨�0ª}0¨{§ ~0�¡R
�{�  ¡�}�0|0� ¡§ ¨�©£�{«{ �)¡ �¡�)¡§(¡ §{� ¡}){}0©ª¡� ~¡§ «©(0«0¡ª�© ~¡ )ª{
ª{(¡Q «©(0�ª~©�¡ |{¥© §{ {}}0	ª ~¡ §©� }{«¨©� £�{(0�{�©�0©� �¡��¡���¡  §)ª{�
{ ��{(�� ~¡ «��©~©� ª)«��0}©�S

jª ¡��¡ }{¨��)§© ~{«©� �©§)}0	ª {�{}{ª~© ¡��¡ ¨�©|§¡«{ }©ª ¡§ «��©~©
ª)«��0}© ~¡ x)ª£¡Rq)��{ �)¡ ¡� }{¨{® ~¡ �¡�©§(¡� )ª �0��¡«{ ~¡ ¡}){}0©ª¡�
~0¢¡�¡ª}0{§¡�S h©«¨{�{�¡«©� §©� �¡�)§�{~©� ©|�¡ª0~©� ¡ª ¡��¡ «��©~© }©ª �¡R
�)§�{~©� ~¡§ «��©~© ~¡ j)§¡�S

jª ¡§ }{¨��)§© {ª�¡�0©� ¡��{|§¡}0«©� §{� ¡}){}0©ª¡� ~¡ «©(0«0¡ª�© ~¡ §{
ª{(¡ }©«©_

dr̃

dt
= p̃r =

pr
mr1

,

dφ

dt
=

p̃φ
r̃2

=
pφ
mr2

,

dp̃r
dt

=

(
p̃2φ
r̃3

)
−�

[
1

(r̃)2
+

µ

(r̃′)3
[r̃ − cos(φ− ωt)]

]
,

dp̃φ
dt

= −�µr̃

r̃′3
sin(φ− ωt).

ZZ
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~©ª~¡

� ≡ GMT/r
3
1,

µ ≡ ML/MT ,

r̃′ ≡ [1 + r̃2 − 2r̃cos(φ− ωt)]1/2.

jª ¨{��0})§{�Q )�{�¡«©�_

r̃ = r/r1,

φ,

p̃r = pr/mr1,

p̃φ = pφ/mr1
2.

s©� ({§©�¡� ª)«��0}©� �)¡ )�{�¡«©� �©ª §©� �)¡ �¡ «©���{�©ª ¡ª ¡§ }{¨��)§©
W_

G = 6.67× 10−11Nm2kg−2, N =
mkg

s2

MT = 5.9736× 1024kg,

ML = 0.07349× 1024kg,

r1 = 3.844× 108m,

ω = 2.6617× 10−6s−1,

RT = 6.378160× 106m,

RL = 1.7374× 106m.

x¡�©§(¡� §{� Y ¡}){}0©ª¡� ~¡ «©(0«0¡ª�© �¡�)0¡�¡ ¨�©¨©�}0©ª{� §©� ({§©�¡�
0ª0}0{§¡� ~¡ r, φ, pr,  pφS s©� ~©� ¨�0«¡�©� r, φ ~¡�¡�«0ª{ª ¡§ ¨)ª�© ~¡ §{ª®{R
«0¡ª�© ~¡§ }©¤¡�¡Q ¨)¡� r ¡� §{ ~0��{ª}0{ ~¡§ }©¤¡�¡ { §{ �0¡��{  φ ¡� ¡§ {ª£)§©
~¡ 0ª}§0ª{}0©ª �)¡ �0¡ª¡ ¡§ }©¤¡�¡ ¡ª ¡§ «©«¡ª�© 0ª0}0{§ ~¡§ §{ª®{«0¡ª�©S
jª }){ª�© { §©� ({§©�¡� 0ª0}0{§¡� ~¡ §©� «©«¡ª�©� pr  pφQ ¨)¡~¡ª ©|�¡ª¡��¡
{ ¨{��0� ~¡ §{ (¡§©}0~{~  {ª£)§© ~¡ §{ª®{«0¡ª�© �¡ª0¡ª~© ¡ª})¡ª�{ �)¡_

p̃r = ṽcos(θ − φ),

p̃φ = r̃ṽsin(θ − φ).
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d
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φ d
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u©�¡«©� �)¡ §{� {ª�¡�0©�¡� ¡}){}0©ª¡� ¡��{ª ~{~{� ¡ª ¢©�«{ ¨©§{� ¨©� §©
�)¡ ~{�¡«©� �) £��<}{ �©§)}0�ª ¡ª }©©�~¡ª{~{� ¨©§{�¡�S

�{«©� { }©«¨{�{� §©� �¡�)§�{~©� ©|�¡ª0~©� ¡ª��¡ ¡§ «��©~© ª)«��0}© ~¡
x)ª£¡Rq)��{  ¡§ «��©~© ~¡ j)§¡�Q ¨©� §© �)¡ {ª¡¬{«©� §{ ¢)ª}0�ª  ¨�©R
£�{«{ �¡{§0®{~© ¨{�{ }{~{ )ª© ~¡ ¡��©� «��©~©�_

• k)ª}0�ª ~¡ j)§¡�S

V J k)ª}0�ª ¨{�{ j)§¡� {¨§0}{~© { }){��© ¡}){}0©ª¡�

~0¢¡�¡ª}0{§¡�

W
X ¢)ª}�0©ª ��Q¬QQ®Q'� b¢)ª¨©§¡)§¡�YM¢Q£Q¡Q(Q�UQ�¢Q¬UQ

UQ®UQ'UQªN Ju©«|�¡ ~¡ §{ ¢)ª}0�ª

Y ¤bM�¢R�UNTª` J �{«{�© ~¡ ¨{�©

Z �b�U_¤_�¢` J (¡}�©� �)¡ 0ª0}0{ ¡ª �U {)«¡ª�{ ¡ª

¤  §§¡£{ { �¢

[ ¬b®¡�©�MVQªN` J {§«{}¡ª{ ¡ª )ª{ «{��0® ~¡ ªPV

¢0§{�

\ J V }©§)«{ §{� 0�¡�{}0©ª¡�

] b®¡�©�MVQªN` J {§«{}¡ª{ ¡ª )ª{ «{��0® ~¡ ªPV

¢0§{�

^ J V }©§)«{ §{� 0�¡�{}0©ª¡�

VU ®b®¡�©�MVQªN` J {§«{}¡ª{ ¡ª )ª{ «{��0® ~¡ ªPV

¢0§{�

VV J V }©§)«{ §{� 0�¡�{}0©ª¡�

VW 'b®¡�©�MVQªN` J {§«{}¡ª{ ¡ª )ª{ «{��0® ~¡ ªPV

¢0§{�

VX J V }©§)«{ §{� 0�¡�{}0©ª¡�

VY ¬MVNb¬U` J h©ª~0}0�ª 0ª0}0{§

VZ MVNbU` J h©ª~0}0�ª 0ª0}0{§

V[ ®MVNb®U` J h©ª~0}0�ª 0ª0}0{§

V\ 'MVNb'U` J h©ª~0}0�ª 0ª0}0{§

V] ¢¨�0ª�¢MLz{«{�© ~¡ ¨{�©_ LN`

V^ ~0�¨M¤N

WU J 	b®¡�©�MªPVQZN`

WV
WW ¢©� 0bV_ª J h{§})§© ¨©� «¡�©~© ~¡ j)§¡�
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XU
XV ~0�¨M�N

XW ~0�¨M¬N

XX ~0�¨MN

XY ~0�¨M®N

XZ ~0�¨M'N

X[
X\ ¨©§{�M�Q¬N

X] ¤©§~ ©ª

X^ ¨©§{�M�QN

YU ¤©§~ ©ª

YV ¨©§{�M�Q®N

YW ¤©§~ ©ª

YX ¨©§{�M�Q'N

YY
YZ
Y[ ¡ª~

•• ��©£�{«{ ~¡ j)§¡� {¨§0}{~© { }){��© ¡}){}0©ª¡� ~0¢¡�¡ª}0{§¡� §0ª¡{§¡�S

V Jj)§¡� {¨§0}{~© { }){��© ¡}){}0©ª¡� ~0¢¡�¡ª}0{§¡� S
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