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Capitulo 1

Introduccion

Enviar una nave a la Luna, el cuerpo celeste mas proximo a la Tierra,
a una distancia media aproximada de 384400 km, implica considerar el pro-
blema de tres cuerpos que se mueven bajo la accion de fuerzas gravitatorias
mutuas.
El problema de dos cuerpos es resoluble en general, pero la adicion de un
tercero lo hace irresoluble. Asi, pues, el problema del movimiento de tres
cuerpos que interactiian entre si atravéz de fuerzas gravitatorias sigue sin
ser resuelto por medio de métodos analiticos al cabo de mas de 200 anos de
estudio.
El presente trabajo de tesis tiene como objetivo disenar y escribir el progra-
ma que resuelve las ecuaciones del movimiento de una nave, moviéndose bajo
la accion de los campos gravitatorios terrestre y lunar a través de métodos
numeéricos.
Uno de los métodos para atacar este problema es el de Runge-Kutta que es
capaz de resolver un sistema de ecuaciones diferenciales. Compararemos los
resultados obtenidos en este método con resultados del método de Euler.

El Capitulo 2 contiene una serie de definiciones, leyes y teoremas fisicos,
las cuales nos ayudarén a entender un poco el problema fisico y las variables
involucradas en el problema ha resolver, tambien contiene definiciones Mate-
maticas que nos ayudaridn con el analisis matematico del como se estableci6
el conjunto de cuatro ecuaciones diferenciales no lineales.

Posteriormente en el Capitulo 3, se establece y explica en general el proble-
ma de dos y tres cuerpos, lo que nos dara un panorama general del problema
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principal al que nos enfrentamos.

En el Capitulo 4 nos enfocaremos principalmente en los métodos numéri-
cos conocidos como métodos de un paso: el método de Euler y el método de
Runge-Kutta de cuarto orden.

En el Capitulo 5 establecemos nuestro modelo matemaético, explicamos
las variables y constantes que se utilizaran y el desarrollo de nuestro sistema
de ecuaciones no lineales.

En el ultimo Capitulo damos solucion a nuestro problema, es decir, dise-
namos y escribimos el programa que resuelve las ecuaciones del movimiento
de una nave, moviéndose bajo la accion de los campos gravitatorios terrestre
y lunar mediante el método de Runge-Kutta y el método de Euler, compa-
ramos los resultados obtenidos entre ambos métodos y damos nuestra serie
de conclusiones.

Contiene un Apendice en el cual anexamos los programas en Matlab uti-
lizados para la solucion de los ejemplos dados en el Capitulo 4 para una,
dos, tres y cuatro ecuaciones diferenciales, utilizando el método de Euler y
el método de Runge-Kutta respectivamente.



Capitulo 2

Teoria

2.1. Teoria Fisica

Desde la antigiiedad las personas han tratado de comprender la natura-
leza y los fendmenos que en ella se observan: el paso de las estaciones, el
movimiento de los cuerpos y de los astros, los fenémenos climéticos, las pro-
piedades de los materiales, etc. La Fisica es la ciencia bésica que estudia el
cosmos, es decir, el todo desde el punto de vista cientifico. En este capitulo
nos encontraremos con una serie de definiciones, leyes y teoremas fisicos, las
cuales nos ayudaran a entender un poco el problema fisico y las variables
involucradas del problema que nos interesa.

2.1.1. Leyes de Kepler

Las leyes de Kepler estan basadas en la observacion del movimiento de
los planetas, las cuales facilitaron mas tarde a Newton la formulaciéon de la
Ley de la gravitacion universal.

s Primer ley de Kepler: Cada planeta describe una orbita eliptica
alrededor del Sol, este tultimo situado en uno de los focos de la elipse.

Fy
Sol

- "planeta
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s Segunda ley de Kepler: La recta que une cualquier planeta con el
Sol, durante su despazamiento en su orbita, a tiempos iguales barre
areas iguales.

(Una consecuencia es que los planetas van a mas velocidad cuando
pasan mas cerca del Sol).

» Tercera ley de Kepler: El cuadrado del periodo de revolucion de
cualquier planeta T (tiempo empleado en describir su 6rbita completa)
es proporcional al cubo de la distancia media de ese planeta al Sol.

2.1.2. Leyes de Newton

Las Leyes de Newton, también conocidas como Leyes del movimiento de
Newton, son tres principios a partir de los cuales se explican la mayor parte
de los problemas planteados por la dindmica, en particular aquellos relativos
al movimiento de los cuerpos.

» Primera ley de Newton: Si la fuerza resultante externa que actta
sobre un objeto es cero, el vector velocidad del objeto no cambia. Un
objeto en reposo permanecera en reposo; un objeto en movimiento con-
tinuard en movimiento con velocidad constante. Un objeto se acelera
solo si una fuerza no equilibrada actiia sobre él. Esta se llama con
frecuencia ley de inercia.
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Figura 2.1: El péndulo permanecerd en reposo si sobre él no actiia ninguna
fuerza.

» Sequnda ley de Newton: Si I' es la fuerza resultante externa que
actuia sobre un objeto de masa m, entoces la aceleraciéon a del objeto

se relaciona con I’ por medio de la F' = ma.
La ecuacion vectorial F' = ma puede escribirse en funcion de sus com-

ponentes.

ZFx = may, ZFy = may, ZFZ = ma,.

Donde estas fuerzas son las componentes de las fuerzas externas que
actiian sobre el objeto.

Figura 2.2: Segunda ley de Newton.

» Tercera ley de Newton: Por cada fuerza que se aplica a un cuerpo
hay una fuerza igual en magnitud y direcciéon, pero de sentido contrario,
actuando en algin otro cuerpo. Esta se llama con frecuencia ley de

accion y reaccion.
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Faocidn
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N

Figura 2.3: Tercera ley de Newton.

2.1.3. Ley de gravitacién universal

La ley de gravitaciéon universal es una ley fisica clasica que describe la
interaccion gravitatoria entre distintos cuerpos con masa. Fue formulada por
Isaac Newton en su libro Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, pu-
blicado en 1687, donde establece por primera vez una relaciéon proporcional
(deducida empiricamente de la observacion) de la fuerza con que se atraen
dos objetos con masa.

Definiciéon 2.1 La fuerza ejercida entre dos cuerpos de masas mq y ms es
directamente proporcional al producto de sus masas e inversamente propor-
cional al cuadrado de la distancia que los separa, y estd dirigida segin la recta
que une los cuerpos. Dicha fuerza se conoce como fuerza de la gravedad
o fuerza gravitacional y se expresa de la forma:

mims

F,=G , (2.1)

r2

donde

F, := es el modulo de la fuerza ejercida entre ambos cuerpos, y su direccion
se encuentra en el eje que une ambos cuerpos.

G := es la constante de gravitacion universal.'.

2.1.4. Definiciones y Teoremas

Cuando consideramos sucesivamente intervalos de tiempo mas cortos a
partir de t;,la velocidad media para cada intervalo se aproxima més a la

'El valor de dicha constante es aproximadamente G' = 6.67384(80) x 10~ N m? kg 2.
Se han establecido otros valores constantes aproximados universales, algunos de ellos son:
Masa de la Tierra My = 5.9736 x 10%*kg, Masa de la Luna M; = 0.07349 x 10%*kg,
distancia de la Tierra a la Luna r; = 3.844 x 10%m.
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pendiente de la tangente en ¢;. La pendiente de esta tangente se define como
la velocidad instantanea en ¢;. Esta tangente es el limite de la relacion
% cuando At se va a infinito, y por lo tanto Ax, se aproxima a cero. Asi
podemos decir,

o e, . . . L. A
Definicion 2.2 La velocidad instantdnea es el limite de la relacion 5=

At
cuando At se aproxima al valor cero.

R Az dzx
vz(t) = lim — = —
At—0 At dt

Pendiente de la linea tangente a la curva x funcion de t.

La rapidez instantidnea te permite obtener informacion sobre la rapidez
de un cuerpo en un instante de tiempo determinado y en un punto especifico
del recorrido.

Definicién 2.3 La rapidez instantdnea esta dada por:

N
r(t) = lim 25— 98

= lim — = —
At—0 At dt
La rapidez instantdnea se basa en la trayectoria del objeto.

La aceleraciéon instantanea es el limite del cociente % cuando At tiende
a cero. Si representamos la velocidad en funcién del tiempo, la aceleracion
instantanea en el tiempo ¢ se define como la pendiente de la linea tangente a
la curva en ese tiempo.

Definicién 2.4 La aceleracion instantdnea esta dada por:

" Av, dvu,
» = lim = —
= 050 A dt

Pendiente de la linea tangente a la curva de v en funcion de t.

Definiciéon 2.5 La velocidad angular w es el arco recorrido 0, expresado
en radianes por unidad de tiempo.La velocidad angular en el instante ty es:

i Af I Oy — 0, db
W= 1m — = l1Im = —
At—0 At t—to to —t dt ’

(2.2)

siendo 0y el dngulo en el instante ty y 0, el dngulo en el instante t.
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Por norma general, se calcula puntualmente mediante los limites en cada uno
de los instantes.

Definicién 2.6 La aceleracion angular o de un objeto es la relacion con
la cual cambia su velocidad angular con respecto al tiempo.

Si la velocidad angular cambia uniformemente de wy a wy en un tiempo ¢,
entonces
Wy — Wo

o=, (2.3)

Donde wy es la velocidad angular inicial y wy es la velocidad angular final.

Definicién 2.7 La energia potencial es la energia que un objeto posee
debido a su posicion en un campo de fuerzas.

La energia potencial se asocia con las fuerzas que actiian sobre un cuerpo
de tal manera que esto s6lo depende de la posicién del cuerpo en el espacio;
estas fuerzas pueden ser representadas por un vector en cualquier punto del
espacio formando lo que se conoce como campo vectorial de fuerzas o campo
de fuerzas.

Definicién 2.8 La energia cinética es la energia asociada a los cuerpos
que se encuentran en movimiento, depende de la masa y de la velocidad del
cuerpo y se representa a través de la siguiente ecuacion:

E. = 1mv2, (2.4)
2
donde
E. :=energia cinética medida en Joules (J),
m :=masa medida en kilogramos (Kg),
v :=velocidad medida en metros sobre sequndo (m/s).

Definicién 2.9 El movimiento rectilineo uniformemente acelerado
(MRUA) es el movimiento de una particula o cuerpo por una linea recta
con una aceleracion constante.
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El movimiento uniformemente acelerado puede describirse por las cinco
ecuaciones de movimiento:

r = 0t
v
7 = _f“"),
2
Vg — V)
a = 12 0,
t
vf2 = v’ + 2ax,
at?
r = Uot—l-?.

Definiciéon 2.10 Cualquier movimiento sobre un camino curvo, representa
un movimiento acelerado, y por tanto requiere una fuerza dirigida hacia el
centro de la curvatura del camino. Esta fuerza se llama fuerza centripeta
que significa fuerza "buscando el centro”. La fuerza tiene la magnitud

2

Fcen = mv—, (2.5)
r

donde

m = masa,

v = velocidad y
r = radio.

Esta es una fuerza no equilibrada que actiia sobre la masa m que se mueve a

lo largo de una trayectoria circular de radio r, para imprimirle la aceleracion
z 2 .

centripeta “-. A partir de F' = ma, tenemos

2
mu 9

Feen = — = mw*r.
r

Definiciéon 2.11 La expresion general para la energia potencial gravita-
ctonal, surge de la ley de la gravedad, y es iqual al trabajo realizado contra
la gravedad, para llevar una masa a un punto determinado del espacio.

La forma general de la energia potencial gravitacional de una masa m es:

g G-M-m

g — —T, (26)

donde G es la constante gravitacional, M es la masa del cuerpo atractivo, m
es la masa del cuerpo atraido y r es la distancia entre sus centros.
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La fuerza se acerca a cero para grandes distancias, y por tanto cobra senti-
do elegir el cero de energia potencial gravitacional a una distancia exterior
infinita. Entonces, la energia potencial gravitacional cerca de un planeta es
negativa, puesto que la gravedad realiza un trabajo positivo cuando se acerca
la masa.

Recordando que el trabajo es el producto de una fuerza aplicada sobre un
cuerpo y del desplazamiento del cuerpo en la direccién de esta fuerza. Mien-
tras se realiza trabajo sobre el cuerpo, se produce una transferencia de energia
al mismo, por lo que puede decirse que el trabajo es energia en movimiento.

Definicién 2.12 Principio de conservacion de la energia mecdnica:

En un sistema aislado®, se mantiene constante la energia total del sistema.
Es decir, la energia se conserva.

En=E.+E, = Er, (2.7)

donde E,, :=energia mecdnica.

Definiciéon 2.13 La velocidad de escape es la velocidad con la que debe
lanzarse un cuerpo para que llegue al infinito con velocidad cero. Es decir, es
la velocidad minima con la que debe lanzarse el cuerpo para que escape de la
atraccion gravitatoria de la Tierra o de cualquier otro astro.

Se a establecido de manera universal la velocidad de escape de la gravedad
terrestre como v = 11.2km/s = 40.320km/h.

Definiciéon 2.14 En fisica, el campo gravitatorio o campo gravitacio-
nal es un campo de fuerzas que representa la gravedad.

i 70

Figura 2.4: Campo gravitatorio.

2Un sistema aislado es aquel que no puede intercambiar energia, ni materia (masa) con
su entorno.
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2.1.5. Gradiente, lagrangiano y hamiltoniano

Definicion 2.15 Si f : U C R® — R es diferenciable, el gradiente de f en
(x,y, z) es el vector dado por

_(9f of of
Vf_ (%a@a%)a

este vector también se denota por <7 f(x,y, z). Por tanto, 7 f es la matriz de
la derivada Df escrita como vector.

El lagrangiano es una funcion escalar a partir de la cual se puede obtener
la evolucion temporal, las leyes de conservacion y otras propiedades impor-
tantes de un sistema dindmico. De hecho, en fisica moderna el lagrangiano
se considera el operador mas fundamental que describe un sistema fisico.

Definicién 2.16 Se define el lagrangiano como la diferencia entre su ener-
gia cinética E. y su energia potencial E,:

L=FE.—FE,.
El estado de un sistema viene definido por su posiciéon definida por sus coor-
. . : dqg1  dge dqr
denadas qi, g2, ..., qr y su velocidad definida por las derivadas I+, <2 ... I

de aquellas coordenadas respecto al tiempo. Se puede representar la posi-
cion del sistema en cada instante en un espacio de R dimensiones, el espacio
de configuracion®, por un punto M cuyas coordenadas en este espacio son
q1, 4o, ---, qr- El objeto de la Mecanica Clasica consiste en formular las le-
yes de evolucion del sistema en funcion del tiempo, o, si se prefiere, las leyes
del movimiento de su punto representativo M, en el espacio de configuracion.

Se pueden escribir las leyes del movimiento introduciendo una cierta fun-
cion caracteristica del sistema, la funcion de Lagrange.

dqy dgz dqr
L=1L ey qR ——, ——, ..., —— 1),
(QIaC]% » 4R dt ) dt PEEES) dt ) )

3Es el espacio de todas las posibles posiciones instantaneas de un sistema mecanico. Los
sistemas mecanicos son aquellos sistemas constituidos fundamentalmente por componen-
tes, dispositivos o elementos que tienen como funcién especifica transformar o transmitir
el movimiento desde las fuentes que lo generan, al transformar distintos tipos de energia.
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Las coordenadas ¢ satisfacen a las R ecuaciones diferenciales de segundo
orden (ecuaciones de Lagrange):

d oL o
dt \ 0% | 0g.

oL
dar
. oedE)”
ecuaciones, se llaman momentos conjugados de Lagrange.
Otra forma particularmente 1til es la forma canénica de Hamilton, definimos

la funcion de Hamilton:

conr=1,2,...,R.

Las cantidades p, = con r = 1,2,..., R, que intervienen en estas

R

dq, OL
H = H(q, @2,y 531 P2y o PRI = )~ oy =
r=1 dt

Las ecuaciones del movimiento se ponen en la forma canoénica

dq, OH dp, OH

dt — Op, dt g
con r = 1,2,..., R. Son ecuaciones diferenciales de primer orden. Basta con
conocer las coordenadas y los momentos en el instante inicial para determi-
nar su valor en cualquier instante posterior. Asi, cuando H no depende del
tiempo, por todo punto p del espacio pasa una y solo una trayectoria que
respresenta un movimiento posible del sistema.
En algunos casos, L es la diferencia entre la energia cinética Ty la energia
potencial V., H =T +V es la energia total del sistema expresada en funcion
de las q y de las p. De las ecuaciones de Hamilton se deduce que

dH  OH

d ot
Definiciéon 2.17 Momento Conjugado. Para esta definicion vamos a su-

poner que un punto material de masa m estd en movimiento en un sistema

. 4 . 1 dz\2 dy\2 dz\2
de referenczq or?fonormal (O,z,y,2). Si T = §m((a) + (E) + (ﬁ) ) es
su energia cinética y V(x,y, z) su energia potencial, su lagrangiano tiene por
expresion: L(z,y, z, Z—f, Z—?, %, t) = E. — E,. El momento conjugado respecto
a x es, por definicion: p, = %. Andlogamente, los momentos conjugados
at,
dey yz son: p, = aTLy, p. = 2L respectivamente.
() ()

4Un sistema de referencia es ortonormal cuando los vectores de la base del sistema son

perpendiculares entre si y unitarios.
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2.2. Definiciones Matematicas

Notemos que el area de matematicas es no s6lo un conjunto de ideas y
formas de actuar que conllevan la utilizacion de cantidades y formas geo-
métricas, sino que también ayuda a obtener modelos que, al analizar los
fendmenos y situaciones que se presentan en la realidad se pueda obtener
informacion y conclusiones que inicialmente no estaban explicitas.

En este capitulo daremos a conocer definiciones que nos ayudaran con el
analisis matematico del como se estableci6 el conjunto de cuatro ecuaciones
diferenciales no lineales que son las ecuaciones del movimiento de la nave.

2.2.1. Ecuaciones Diferenciales

En las matematicas aplicadas, las funciones usualmente representan can-
tidades fisicas, las derivadas representan sus razones de cambio, y la ecuaciéon
define la relacion entre ellas.

Definicion 2.18 FEl orden de una ecuacion diferencial es el de la derivada
que aparece con mayor exponente en la ecuacion.
Generalizando, la ecuacion

F(xvyayla ’y(n)) = Oa

donde x € R™ y y! son las derivadas, se llama una ecuacion diferencial
ordinaria de orden n-esimo.

Con restricciones apropiadas de la funcién F', en esta ecuacion puede despe-
jarse explicitamente y(™ en funcion de las otras variables n+1, z,y, v/, ...,y Y,
para obtener

y™ = f(,y,yt, .y ).

Ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinarias son

dy
Y 4y = 2
du Y )
(x + 2y)dx — 3ydy = O, (2.8)

dy dy\’
42 = 2.
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mientras que,

ou ou
- R 2.1
xaeryay u, (2.10)
3 2
0°u _ 8u_48u @2.11)

oz ot? ot’
son ecuaciones en derivadas parciales.

Definicién 2.19 Una ecuacion diferencial ordinaria lineal y : R — R
de orden n en la variable dependiente y y en la variable independiente x es
una ecuacion que puede expresarse de la forma:

dn dn—l
ao(z) L + a4y () dxn}{

d
4+ a”_l(z)d_i/: + an(x)y = g($);

donde ag(x) es una funcion no idénticamente nula.

Definicion 2.20 Decimos que una funcion y = ¢(x) definida en un inter-
valo I (es decir ¢ : I CR — R) es solucidn de una ecuacion diferencial en
el intervalo si, sustituida en dicha ecuacion, la satisface.

El principal objetivo del teorema de Taylor de una variable es encontrar
aproximaciones a una funcion cerca de un punto dado que sean precisas con
un orden mayor que el de la aproximacién lineal.

Teorema 2.1 Férmula de Taylor de primer orden. Sea f: U C R" —
R diferenciable en xo € U. Entoces

f(.%'o—Fh fL'o +Zh $0 +R1(.I'0,h)

donde Ry(xo, h)|||h]| = 0 cuando h — 0 en R™.



Capitulo 3

El problema de dos y tres cuerpos

El problema de los tres cuerpos consiste en determinar, en cualquier ins-
tante, las posiciones y velocidades de tres cuerpos, de cualquier masa, so-
metidos a atraccion gravitacional mutua y partiendo de unas posiciones y
velocidades dadas. Mientras que el problema de los dos cuerpos tiene so-
lucion mediante el método de las cuadraturas integrales 9], el problema de
tres cuerpos no tiene solucion general por dicho método y en algunos casos su
soluciéon puede ser cadtica en el sentido fisico, lo que significa que pequenas
variaciones en las condiciones iniciales pueden llevar a destinos totalmente
diferentes.

3.1. Problema de dos cuerpos

En la mecanica clasica, el problema de dos cuerpos es determinar el
movimiento de dos particulas puntuales que solo interacttiian entre si. Los
ejemplos comunes incluyen un satélite orbitando un planeta, un planeta or-
bitando una estrella, dos estrellas orbitando entre si (una estrella binaria ) y
un electrén clasico orbitando un ntcleo atémico.

Las leyes de Newton nos permite reducir el problema de dos cuerpos a
un problema de un cuerpo equivalente, es decir, a resolver el movimiento de
una particula sometida a un campo gravitatorio conservativo y que por tanto
deriva de un potencial externo. El problema puede resolverse exactamente,
el problema de dos cuerpos correspondiente también puede resolverse con
exactitud. El problema de n cuerpos con n > 3, no puede resolverse, excepto

15
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en casos especiales.

3.1.1. Descripcion del problema

Sean x1, T9 las posiciones de dos cuerpos, y my, ms sus masas. La se-
gunda ley de Newton determina que

d’z

F1,2($171E2) = mlﬁa (3-1)
d’z

Fyqp(xy,29) = mQW;’ (3.2)

donde F} 5 es la fuerza en la masa 1 debido a su interaccién con la masa 2, y
Fy 1 es la fuerza en la masa 2 respecto a la masa 1.

Nuestro objetivo es determinar las trayectorias x;(t) y x2(t) en todo instante
t, dadas las posiciones iniciales 1 (t = 0) y zo(t = 0) y las velocidades iniciales
v1(t =0) y ve(t =0).

3.2. Problema de tres cuerpos

El problema de los tres cuerpos es uno de esos tipicos problemas ma-

tematicos de apariencia sencilla, que encierra una tremenda complejidad. El
origen de dicho problema proviene de la famosa Ley de Gravitacion Universal
de Newton. También aparece en este problema la segunda Ley de Newton, o
principio fundamental de la dindmica.
El problema de los tres cuerpos consiste en determinar, en cualquier instante,
las posiciones y velocidades de tres cuerpos, de cualquier masa, sometidos a
atracciéon gravitacional mutua y partiendo de unas posiciones y velocidades
dadas.

3.2.1. El problema de los tres cuerpos restringido

El problema de los tres cuerpos restringido asume que la masa de uno
de los cuerpos es despreciable; el problema de los tres cuerpos restringido
circular es un caso especial en que se asume que dos de los cuerpos estan
en oOrbitas circulares (lo cual es aproximadamente cierto para el sistema Sol-
Tierra-Luna).
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El problema restringido (circular y eliptico) fue estudiado extensamente
por muchos mateméticos y fisicos famosos, como Joseph-Louis Lagrange en
el siglo XVIII y Henri Poincaré al final del siglo XIX. En el problema circular,
existen cinco puntos de equilibrio llamados puntos de Lagrange. Tres de estos
puntos son colineales con las masas principales y estos puntos son inestables.
Los otros dos se localizan en el tercer vértice formando con las dos masas
principales triangulos equilateros. Estos puntos son estables.

3 7 & ' FLANETA
z _ £0° LL_, Ly

Figura 3.1: Problema circular.
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Capitulo 4

Meétodos numéricos de un paso

Frecuentemente un problema de valor inicial (PVI) es demasiado com-
plicado como para que se pueda resolver analiticamente, de manera que se
emplea entonces una de dos posibles técnicas para aproximar su solucién. La
primera técnica consiste en simplificar la EDO, obteniendo otra que pueda
resolverse exactamente, y usar depués la soluciéon de la ecuacion simplificada
como aproximacion de la solucién de la ecuacion original. La otra técnica
consiste en construir métodos que aproximen directamente la solucion del
problema original.

En este capitulo daremos a conocer algunos métodos numéricos de un paso
que utilizaremos para darle solucién a nuestro problema. Los métodos que
consideraremos no proporcionan una aproximacién continua a la solucion del
PVI, sino aproximaciones del valor de la soluciéon en un conjunto de puntos.

Definiciéon 4.1 La interpolacion consiste en hallar un dato dentro de un
intervalo en el que conocemos los valores en los extremos.

La extrapolacion consiste en hallar un dato fuera del intervalo conocido,
pero debe tenerse en cuenta que esté proximo a uno de sus ertremos, pues en
otro caso no es muy fiable el resultado obtenido.

Los siguientes métodos descritos en este capitulo corresponden a la solucion
de la siguiente ecuacion.

dy
y(wo) = Yo
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4.1. Meétodo de Euler

Una de las técnicas mas simples para aproximar soluciones de ecuaciones
diferenciales es conocida como Método de Euler o método de las tan-
gentes. Supongamos que queremos aproximar la solucion del problema de
valores iniciales

dy
% - f($,y)

y(ro) = Yo

Notemos que y(z) evaluada en un punto xg, es la pendiente de la tangente a
la grafica de y(x) en este punto. Como el problema de valor inicial establece
el valor de la derivada de la solucion en (zg, yo), la pendiente de la tangente
a la curva solucion en este punto es f(xg,yo). Si recorremos una distancia
corta por la linea tangente obtenemos una aproximacion a un punto cercano
de la curva de solucion. A continuacion se repite el proceso en el punto nuevo.

Para formalizar este procedimiento se emplea la linealizacién

D) = Do)z — 20) + o,

de y(x) en x = xg. La gréfica de esta linealizacion, la Figura (4.1), es una
recta tangente a la grafica de y = y(x) en el punto (xo, yo).

74 curva de solucion

| pendiente = y'y
| | (xg }’g)
I I
L L .
X x3=xth x
——
h

N

Figura 4.1: Linealizacion.

Si h es un incremento positivo sobre el eje x, entonces, como lo muestra
la Figura (4.1), podemos encontrar un punto (x1,y1) = (xo + h,y1) sobre la
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tangente en (zo,yo) a la curva soluciéon desconocida.

De la ecuaciéon de una recta por un punto dado, tenemos

Y1 — Yo :@
(xo+h)—z9 dt’

o bien
dyo
=1yo+ h—,
Y1 ="%Y i
en donde ddito = f(xo,90)- Si denotamos zg + h por x7, entonces el punto

(z1,y1) sobre la tangente es una aproximacion del punto (z1,y(z1)) sobre la
curva solucion. Esto es, y; = y(x1). Por supuesto, la exactitud de la aproxi-
macion depende mucho del tamano del incremento h. Usualmente debemos
elegir el tamafio de esta medida de modo que sea “razonablemente pequena'.
Suponiendo que h tiene un valor uniforme (constante), podemos obtener una
sucesion de puntos (x1,v1), (T2,Y2), .., (Tn, Yn) que sean aproximaciones de
los puntos (z1,y(z1)), (22, y(x2)), ..., (Tn, y(z,)). Véase la Figura (4.2).

¥

curva de
solucién

Figura 4.2: Sucesion de puntos.

Ahora bien, usando (z1,y;) podemos obtener el valor de y, que es la
ordenada de un punto sobre una nueva “tangente". Tenemos

Y2 — 1 _ @
h dt
o bien
dy:
— h=2L
Y2 Y1+ o

= i +hf(z,m).
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En general se obtiene que

dyn
" = y,+h—>
Yn+1 Yn + It

en donde x,, = xg + nh.

4.2. Método de Runge-Kutta

Esquemas mas sofisticados, que permiten alcanzar un orden de precision
superior, son los métodos de Runge-Kutta, sin embargo, requiere de varias
evaluaciones de la funcién sobre cada intervalo.

4.2.1. Preliminares del método de Runge-Kutta

Sea la ecuacion diferencial de primer orden

d

= = flay).
con la condicién inicial y(xg) = yo, que pretendemos resolver en el intervalo
[a, b]. Para ello, consideramos un conjunto de puntos de [a, b], equiespaciados',
entre los cuales esta el punto xy. En general dado un paso h arbitrario,
[xg — mh,xy + mh] no coincide con [a,b], es decir, los extremos a y b no
coincidiran con puntos de division. Esto carece de importancia y escogeremos
el intervalo de méxima longitud [zg — mh, zo + mh] contenido en [a, b]. Sea
y(x) una solucién exacta de la ecuacion e y; ~ y(x;) los valores aproximados
resultando del célculo numérico. En dichos métodos, el valor aproximado de
Y(z;4+1) viene dado mediante

Yir1 = y; + hg(xs,y;, f, h),
Por ejemplo, desarrollando en serie de Taylor,
2 3

h h
Yier = Yy hyy' + Sy ey o).

1Son puntos que se encuentran siempre a una misma distancia uno del otro.
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Usando la aproximacion méas simple se obtiene el método de Euler, y;11 =
y;j+hf(z;,y;), en el que se observa que g es la propia funcién f de la ecuacion
diferencial, es decir, la pendiente en (z;,y;).

En el método de Runge-Kutta (RK), g es una medida ponderada de valores
de f(x,y) en el intervalo [z;,z;41], y se dice que es de orden m si alcanza
una precision equiparable a la del desarrollo de Taylor de ese orden.

Un RK de tercer orden viene dado por
Yji+1 = Yj + h[ak1 + ka —+ Ck‘g],

con

kl = f(xj7yj)7
ky = f(zj+ Ah,y; + phky),
1{33 = f(l’] + )\Qh, Yj + ,MQICQ + ()\2 — Mg)hlﬁ)

Los tres pesos, a, b, c y los cuatro coeficientes A, i, Ao ¥ o se calculan desa-
rrollando ko v k3 en serie de Taylor de dos variables hasta orden h?, e iden-
tificando los factores que multiplican a h, h? y h® con los correspondientes
del desarrollo de Taylor de una variable de y(x; + h). El sistema de ecuacio-
nes asi obtenido es indeterminado, y sus distintas soluciones corresponden a
diferentes esquemas RK.

4.2.2. Ordenes del Método de Runge-Kutta

Es probable que uno de los procedimientos numéricos més difundidos y
a la vez mas exactos para obtener soluciones aproximadas al problema de
valor inicial % = f(z,y), y(xg) = yo sea el método de Runge-Kutta
de cuarto orden (RK4). Como indica el nombre, hay métodos de Runge-
Kutta de distintos 6rdenes, los cuales se deducen a partir del desarrollo de
y(x, + h) en serie de Taylor.

Y(@n1) = y(@n +h)
h2 h3 ” hk—i—l

= y() + hy' () + =y (@n) + =" (@0) + -+ + m@/’““(@,

., - 2
en donde ¢ es un nimero entre x,, y £, +h. Cuando k = 1 y el residuo %y”(c)
es pequeno, se obtiene la formula acostumbrada de iteracidon

Ynt1 = Yn + 1Y = Yn + Bf (Zn, Yn).
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En otras palabras, el método bésico de Euler es un procedimiento de
Runge-Kutta de primer orden.
Pasemos ahora al procedimiento de Runge-Kutta de segundo orden.

Consiste en hallar las constantes a, b, a y [ tales que la formula
yn+1 = Un + ak1 + bk’g, (42)

en la cual,

kl == hf<xn7yn)7
ky = hf(z,+ ah,y, + Bki),

coincide con un polinomio de Taylor de segundo grado en el mayor nimero
posible de términos.

El proposito es lograr la exactitud del método de Taylor sin necesidad de
tener que calcular derivadas de orden superior. Se puede demostrar que esto
es posible siempre y cuando las constantes cumplan con

1 1
a+b=1, ba=—- vy b= —.
p ¥ W=3
Este es un sistema de tres ecuaciones con cuatro incognitas y tiene una can-
tidad infinita de soluciones.

4.3. Ejemplos aplicando Euler y Runge-Kutta

Una ecuacion diferencial no siempre debe poseer una solucion, e incluso
cuando exista alguna es posible que no podamos presentarla en forma expli-
cita o implicitaZ, entonces debemos darnos por satisfechos con una aproxi-
macion a la solucion.

En esta secciéon damos ejemplos de sistemas de una, dos, tres y cuatro
ecuaciones en los cuales aplicamos el método de Fuler y de Runge-Kutta
para obtener los posibles valores soluciéon y hacer la comparacion entre los

2Una funcién es explicita si viene dada como y = f(z) , es decir, la variable dependiente
y estd despejada. Una funcién es implicita si viene dada de la forma f(z,y) =0, es decir,
si la funcion se expone como una expresion algebraica igualada a 0.
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resultados de un método y otro, obteniendo asi conclusiones que nos diran
cual método es mas aproximado.

Si desea conocer el programa en Matlab que utiliza cada uno de los ejem-
plos se sugiere consultar el Apéndice A.

¢ Ejemplo de una ecuacion diferencial lineal donde se aplica el método
de Euler y el de Runge-Kutta.

Ejemplo 4.1 Consideremos el problema de valor inicial % =2zt, y(1) = 1.
Usese el método de Fuler y Runge-Kutta para obtener una aprozimacion de
y en el tiempo (1.5) empleando h = 0. 1.

Datos:

Tiempo inicial: 1

Tiempo final: 1.5

Numero de intervalos: 5

Valor de x en el tiempo inicial: 1

La tabla (4.1) muestra los resultados obtenidos entre las aproximaciones de
los dos métodos, donde t := tiempo, yEuler(Ve) := valor de y utilizando mé-
todo de Euler, yRk4(Vrk4) := valor de y utilizando método de Runge-Kutta
de cuarto orden, Vv := valor verdadero, Error,. := error que existe entre el
valor verdadero y el valor encontrado con el método de Euler, Error .4 :=
error que existe entre el valor verdadero y el valor encontrado con el método
de Runge-Kutta de cuarto orden, lo anterior se utilizara en los siguientes
ejemplos para identificar los resultados:

[t | yEuler(Ve) | yREA(Vrk4) | Vo |

1.00 | 1.0000 1.0000 1.0000
1.10 | 1.2000 1.2337 1.2337
1.20 | 1.4640 1.5527 1.5527
1.30 | 1.8154 1.9937 1.9937
1.40 | 2.2874 2.6116 2.6117
1.50 | 2.9278 3.4902 3.4904

Cuadro 4.1: Tabla de valores.



26 CAPITULO 4. METODOS NUMERICOS DE UN PASO

’ Error,, = Vv —Ve \ Errorypa = Vv —Vrkd ‘

0.0000 0.0000
0.0337 0.0000
0.0887 0.0000
0.1784 0.0000
0.3244 0.0001
0.5625 0.0002

Cuadro 4.2: Errores estimados.

En la tabla (4.2) podemos observar que el método de Runge-Kutta es
mas exacto que el método de Euler.
Se muestra que el margen de Error (para profundizar mas sobre el error ver
[2]) de los valores para x utilizando Euler con los valores verdaderos es mas
grande que el margen de Error de los valores para x utilizando Runge-Kutta
con los Valores Verdaderos.

e Grafica de la solucién aproximada al problema de valor inicial para x
utilizando Euler.

Problema de valor inicial
- . Y

]

i (t) solucion Euler |

28
26
2.4
k.
@ 232
o
O
g el -
o
0 -
R
16+
141
121
.I' A L L 1 L -
1 11 12 1.3 14 15 16
Tiempo

Figura 4.3: Grafica de la funcién solucion.

ee Grafica de la solucién aproximada al problema de valor inicial para x
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utilizando Runge-Kutta.

Problema de valor inicial

]

= %t} solucion RK4

Valores para x
= o S - - B
=3} =] [3%] [3%] = (=2} =]
™ T T T T - -T
1 ! L 4 1

-

s

T
L

121

1 11 12 1.3 14 15 16
Tiempo

Figura 4.4: Grafica de la funciéon solucion.

¢ Ejemplo de dos ecuaciones diferenciales lineales donde se aplica el mé-
todo de Euler y el de Runge-Kutta.

Ejemplo 4.2 Consideremos el problema de valores iniciales
dditl =2z + 4y, Z_ZZ = —x + 6y,

z(0) = —1, y(0) = 6.

Usese el método de Euler y Runge-Kutta para obtener una aprozimacion de
z(0.6), y(0.6) empleando h = 0. 1.

Datos:

Tiempo inicial: 0

Tiempo final: 0.6

Numero de intervalos: 6

Valor de x en el tiempo inicial: —1

Valor de y en el tiempo inicial: 6

La tabla (4.3) muestra los resultados obtenidos entre las aproximaciones de
los dos metodos para la variable x.
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|t

| wBuler(Ve) | REA(Vrk4) | Vo

0.00 | -1.0000 -1.0000 -1.0000
0.10 | 1.2000 2.3840 2.3869
0.20 | 4.7200 9.3379 9.3472
0.30 | 10.3520 22.5540 22.5767
0.40 | 19.3630 46.5100 46.5585
0.50 | 33.7810 88.5730 88.6686
0.60 | 56.8500 160.7600 160.9383

Cuadro 4.3: Tabla de valores.

’ Error,, =Vv—Ve ‘ Errorypy =Vo—Vrkd ‘

0.0000 0.0000
1.1869 0.0029
4.6272 0.0093
12.2247 0.0227
27.1955 0.0485
04.8876 0.0956
104.0883 0.1783

Cuadro 4.4: Errores estimados..

Se muestra que el margen de Error de los valores de z utilizando Euler
con los Valores Verdaderos es mas grande que el margen de Error de los va-
lores de x utilizando Runge-Kutta con los Valores Verdaderos.

La tabla (4.5) muestra los resultados obtenidos entre las aproximaciones
de los dos metodos para la variable y.
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[t [ yEuler(Ve) | yREA(Vrk4) | Vo |

0.00 | 6.0000 6.0000 6.0000
0.10 | 8.2000 10.8880 10.8903
0.20 | 11.7200 19.1330 19.1396
0.30 | 17.3520 32.8540 32.8691
0.40 | 26.3630 55.4420) 55.4739
0.50 | 40.7810 92.3010 92.3632
0.60 | 63.8500 152.0000 152.1198

Cuadro 4.5: Tabla de valores.

Error,, =Vv—Ve ‘ Errorypa = Vo —Vrkd ‘

0.0000 0.0000
2.6903 0.0023
7.4196 0.0066
15.5171 0.0151
29.1109 0.0319
51.5822 0.0622
88.2698 0.1198

Cuadro 4.6: Errores estimados.

Se muestra que el margen de Error de los valores de y utilizando Euler con
los Valores Verdaderos es mas grande que el margen de Error de los valores
de y utilizando Runge-Kutta con los Valores Verdaderos.

Podemos decir que los valores solucién para la variable z y la variable y
tienen menos margen de error con los valores verdaderos por el método de
Runge-Kutta que por el método de Euler.

e Grafica de la solucion aproximada a el problema de valores iniciales
para x y y utilizando Euler.
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Figura 4.5: Grafica de la funcién solucion.

ee Grafica de la solucién aproximada al problema de valores iniciales para
x y y utilizando Runge-Kutta.
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Figura 4.6: Grafica de la funcién solucion.

¢ Ejemplo de tres ecuaciones diferenciales lineales donde se aplica el mé-
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todo de Euler y el de Runge-Kutta.

Modelo SIR

El modelo SIR es uno de los modelos epidemiologicos méas simples capaces
de capturar muchas de las caracteristicas tipicas de los brotes epidémicos.
El nombre del modelo proviene de las iniciales S (poblacion susceptible), T
(poblacion infectada) y R (poblacion recuperada). El modelo relaciona las
variables de las tres poblaciones (Susceptible, Infectada y Recuperada) a
través de la tasa de infeccion y el periodo infeccioso promedio. Las ecuaciones
de este modelo son: % = —BS],% = BSI — v[,‘% =vl.

Donde:
B : tasa de infeccion,
v : tasa de recuperacion.

Ejemplo 4.3 Problema epidemiologico Influenza.

En una poblacion de 763 habitantes existe un brote epidemioldgico de In-
fluenza, en la cual existen 762 personas susceptibles y 1 persona infectada,
dado que es una epidemia con tasa de infeccion de 0,0026 y tasa de recupe-
racion de 0,5, dicha poblacion estard en observacion de 0 a 21 dias, se desea
conocer la relacion que existird durante ese tiempo entre la poblacion suscep-
tible, la poblacion infectada y la poblacion recuperada.

Solucion:

Primero analicemos los datos que tenemos y las variables que representan
de acuerdo al modelo SIR.
De acuerdo al problema sabemos que la poblacion es de 763 habitantes, y que
en el dia 0 existen 762 personas susceptibles, 1 persona infectada y 0 personas
recuperadas por lo que podemos considerar: S(0) =762, I(0) =1, R(0) =0,
N =17, B=0,0026, v=0,5,t=21 dias. Se utilizan los métodos de Euler
y Runge-Kutta para conocer la relacion que existird durante 21 dias entre la
poblacion susceptible, la poblacion infectada y la poblacion recuperada.

Modelo SIR de Influenza (Redefiniendo las variables y ecuaciones)

Las ecuaciones de este modelo son: % = —0,0026xy,



32 CAPITULO 4. METODOS NUMERICOS DE UN PASO

W — 0,0026zy — 0,5y
& =05y

Donde x := Susceptibles, y := Infectados y z := Recuperados.
Datos:

Tiempo wnicial: O

Tiempo final: 21

Numero de intervalos: 21

Valor de x en el tiempo inicial: 762

Valor de y en el tiempo inicial: 1

Valor de z en el tiempo inicial: 0.

La tabla (4.7) muestra los resultados obtenidos para la variable x := Susceptibles.

|t | zEuler(Ve) | REA(Vrk4) |
0.00 762.0000 762.0000
0.027523 | 761.95 761.94
0.055046 | 761.89 761.89
2.0092 739.28 737.91
2.0367 738.34 736.89
16.018 15.514 15.996
16.046 15.509 15.992
20.972 15.204 15.674
21 15.204 15.673

Cuadro 4.7: Tabla de valores.

La tabla (4.8) muestra los resultados obtenidos para la variable y :=
Infectados.
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La tabla (4.9)

Recuperados.

Grafica de la relacion que existird durante 21 dias entre la poblacion

|t

| yEuler(Ve) | yREA(Vrk4) |

0.00 1.0000 1.0000
0.027523 | 1.0408 1.0416
0.055046 | 1.0832 1.0849
2.0092 17.897 18.914
2.0367 18.598 19.666
16.018 3.9673 4.0075
16.046 3.9172 3.9572
20.972 0.39996 0.41244
21 0.39489 0.40726

Cuadro 4.8: Tabla de valores.

muestra los resultados obtenidos para la variable z :

t

| zBuler(Ve) | zREA(Vrk4) |

0.00 0.0000 0.0000
0.027523 | 0.013761 0.014046
0.055046 | 0.028084 0.028676
2.0092 0.818 6.1784
2.0367 6.0643 6.4439
16.018 743.52 743
16.046 743.57 743.05
20.972 747.4 746.91
21 747.4 746.92

Cuadro 4.9: Tabla de valores.
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susceptible x, la poblaciéon infectada y y la poblacion recuperada z utilizando
el método de Euler.

Modelo SIR(Virus influenza)
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Figura 4.7: Grafica de la funcién solucion.

Grafica de la relacion que existird durante 21 dias entre la poblacion
susceptible x, la poblacion infectada y y la poblacion recuperada z utilizando
el método de Runge-Kutta.

Modelo SIR(Virus influenza)
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Figura 4.8: Grafica de la funcién solucion.

Nuestras conclusiones de este ejemplo son:
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*Podemos decir que el método de Runge-Kutta nos da una relacién més exac-
ta entre la poblacion susceptible z, la poblacion infectada y y la poblaciéon
recuperada z que el método de Euler.

*Durante 0 a 5 dias podemos observar en las graficas que la poblaciéon infec-
tada crece més rapido que la poblacién recuperada por lo que la poblacion
susceptible se convierte en infectada.

*Durante 5 a 15 dias se puede observar que la poblacién recuperada crece
en comparacion con la poblacion infectada que decrece, es decir el virus de
influenza va perdiendo fuerza y esta siendo eliminado por lo que la poblaciéon
susceptible disminuye convirtiéndose en recuperada.

*Durante 15 a 21 dias se puede observar que la poblacién recuperada tiende a
ser la poblacion total mientras que la poblaciéon infectada tiende a ser casi 0,
es decir, que el virus de influencia casi desaparece, siendo asi que la poblacion
susceptible se convierte casi en su totalidad en poblacién recuperada.

#Ejemplo de cuatro ecuaciones diferenciales lineales donde se aplica el
método de Euler y el de Runge-Kutta.

Ejemplo 4.4 Consideremos el problema de valores iniciales

d—f:x—y+z—w,%:—y+2z—2w,
z dw __
T =22 —3w, Gr = 2w

z(0) =1, y(0) =2, 2(0) = 3, w(0) = 4.

Usese el método de Euler y Runge-Kutta para obtener una aprozimacion de
x(10), y(10), 2(10), w(10) empleando h = 0,2.
Datos:

Tiempo inicial: 0

Tiempo final: 10

Nimero de intervalos: 50

Valor de x en el tiempo inicial: 1

Valor de y en el tiempo inicial: 2

Valor de z en el tiempo inicial: 3

Valor de w en el tiempo inicial: 4

La tabla (4.10)muestra los resultados obtenidos entre las aproximaciones de
los dos metodos para la variable x.
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|t | xBuler(Ve) | 2REA(Vrk4) | Vo |
1 1 1
0.07775 0.1354 0.1353
0.006046 0.01833 0.0183
0.000470 0.00248 0.0024
0.0000365 0.000336 0.0003
0.00000284 0.0000453 0.000045

0.000000221

0.0000061662

0.000006144

0.00000001718

0.0000008349

0.000000831

0.00000000130

0.00000011244

0.000000112

||~ oo x| w| ko
o

0.00000004460

0.000000010660

0.000000015

—
e

0.000000007908

0.00000000322

0.000000002

Cuadro 4.10: Tabla de valores.

Se muestra que el margen de Error de los valores de Euler con los Valores
Verdaderos es mas grande que el margen de Error de los valores de Runge-
Kutta con los Valores Verdaderos para la variable x.

La tabla (4.11) muestra los resultados obtenidos entre las aproximaciones
de los dos metodos para la variable y.

|t | yEuler(Ve) | yREA(Vrkd) [V
0.0]2 2 2
1 0.09331 0.27083 0.2706
2 0.012093 0.036674 0.0366
3 0.0009403 0.0049663 0.0049
4 0.00007312 0.000672 0.0006
d 0.00000568 0.00009107 0.000090
6 0.0000004421 0.000012332 0.00001228
7 0.00000003437 | 0.0000016698 0.000001663
8 0.0000000026 0.00000022488 | 0.000000225
9 0.000000000089 | 0.00000002132 | 0.00000003
10 | 0.0000000015 0.000000006456 | 0.000000004

Cuadro 4.11: Tabla de valores.
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Se muestra que el margen de Error de los valores de Euler con los Valores
Verdaderos es mas grande que el margen de Error de los valores de Runge-
Kutta con los Valores Verdaderos para la variable y.

La tabla (4.12)muestra los resultados obtenidos entre las aproximaciones
de los dos metodos para la variable z.

|t | zEuler(Ve) | zRk4(Vrkd) [V

003 3 3

1 0.23327 0.40624 0.4060

2 0.01813 0.055012 0.0549

3 0.001410 0.00744 0.0074

4 0.000109 0.001008 0.0010

5) 0.00000852 0.0001366 0.000136

6 0.000000663 0.000018498 0.000018432
7 0.0000000515 | 0.000002504 0.000002494
8 0.0000000039 | 0.00000033733 | 0.000000337
9 0.00000000013 | 0.00000003198 | 0.000000045
10 | 0.0000000023 | 0.00000000968 | 0.000000006

Cuadro 4.12: Tabla de valores.

Se muestra que el margen de Error de los valores de Euler con los Valores
Verdaderos es mas grande que el margen de Error de los valores de Runge-
Kutta con los Valores Verdaderos para la variable z.

La tabla (4.13) muestra los resultados obtenidos entre las aproximaciones
de los dos metodos para la variable w.
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|t |wEuler(Ve) | wRkA(Vrkd) | Vo |

0.0 |4 4 4

1 0.31104 0.54166 0.5413

2 0.02418 0.07334 0.0732

3 0.00188 0.00993 0.0099

4 0.000146 0.00134 0.0013

3 0.0000113 0.0001821 0.000181

6 0.000000884 0.000024664 0.00002457
7 1 0.000000068 0.00000334 0.000003326
8 0.00000000534 | 0.0000004522 | 0.00000045
9 0.000000000415 | 0.00000006124 | 0.00000006
10 | 0.000000000032 | 0.00000000829 | 0.000000008

Cuadro 4.13: Tabla de valores.

Se muestra que el margen de Error de los valores de Euler con los Valores
Verdaderos es mas grande que el margen de Error de los valores de Runge-
Kutta con los Valores Verdaderos para la variable w.

Podemos decir que los valores soluciéon para la variable x, la variable y,
la variable z y la variable w tienen menos margen de error a los valores ver-
daderos por el método de Runge-Kutta que por el método de Euler.

e Gréifica de la solucion aproximada al problema de valores iniciales para
x,y, 2y w utilizando Euler.
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Funcion de valores iniciales
C T T

«(t) Euler
y(t} Euler
2z(ty Euler
(L} Euler

3.5

25

Valores para la funcion
~
;
I

Tiempo

Figura 4.9: Gréfica de la funcién solucion.

ee Grafica de la solucién aproximada al problema de valores iniciales para
x,y, 2z v w utilizando Runge-Kutta.

Problema de valores iniciales
T

4t !
x(t) RKa
vt} RK4
357 2{1) RK4
wit) RK4
3
25
7]
@
o
w 27 1
=
151 .
4 _
05

Tiempo

Figura 4.10: Grafica de la funciéon solucion.
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Capitulo 5
Modelo (Problema)

Nuestro sistema se compone de tres cuerpos Tierra, Luna y nave espacial
que consideramos sin estructura interna y caracterizados de forma tnica por
sus masas, Mp,M; v m, respectivamente.

La tnica interaccién presente es la gravitatoria. Vamos a suponer, por sim-
plicidad, que todos los cuerpos se mueven en el mismo plano y, ademas, que
la Luna gira con velocidad angular constante alrededor de la Tierra en una
orbita de radio fijo 1. La nave parte de la superficie terrestre con velocidad
vo v dngulo ¢(t) con respecto a unos ejes arbitrarios centrados en la Tierra
que suponemos fija, vease la figura (5.1).

Finalmente, la nave puede gastar una cierta cantidad de energia E en cam-
biar de velocidad mediante la accion de un motor. Supondremos que este
motor funciona como un impulso instantaneo.

A
Nave
Jocy)
r(t)=dTN,
P Luna
AN SR
dTL -
r Ay ol
r' % ’\\’ \\ wt
! - \ 1
I - 1 i
o)l Tierra -

Figura 5.1: Modelo

41
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Tomamos como origen del sistema de referencia el centro de la Tierra que
tendra por coordenadas (0,0). La luna, puesto que se mueve con velocidad
angular w constante alrededor de la Tierra, tendra las coordenadas respecto
del tiempo

xr(t) = ricos(wt) e yp(t) = risin(wt). (5.1)

expresadas como coordenadas polares, donde r1 = dyp = (z,(t)2 + yi(£)?)?2,
vease la Figura (5.2).

Luna

5 = - ’. (xLIY!_)

dTE L 'k\ yL=dTLsin{wt)
- - \‘ [Dl

-
- 1

=l 1

(00| Tierra
xL=dTLcos{wi)

——
v

Figura 5.2: Tierra-Luna

Falta encontrar las ecuaciones del movimiento de la nave espacial.
Sean z(t) e y(t) las coordenadas de la nave en el instante ¢. Puesto que la
interaccion tiene simetria polar!, conviene trabajar con coordenadas polares
por lo que:

x(t) = r(t)coso(t), y(t) = r(t)sing(t), (5.2)

donde r(t) = [z(t)2+y(t)?]2 es la distancia cuadratica de la nave a la Tierra,
vease la Figura (5.5).

'La ecuacion sera simétrica al eje polar si al remplazar (r, §) por (r, —0) o por (—r, 7—6)
se obtiene una ecuacién equivalente. Saber que la ecuacion es simétrica el eje polar nos
permite restringir los valores de 6 a los que estan entre 0 y .
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Nave

Yoxy)
I.f

4,
)1~ < O(t) vo=singi)
b
r A3

1
\
1

(0,0}

Jiena.m

Figura 5.3: Nave-Tierra

Con los datos anteriores podemos calcular la distancia de la nave a la

Luna, la energia cinética y potencial de la nave.
Sea v = ¢(t) —wt el angulo formado por la nave-Tierra-Luna, véase la Figura

(5.4).

Nave

,’(x,y) dNL

Luna

)=, .
_—
e T

’ ~
dy=BE-(t)
F A

-
M 7dTL
= -
-

-
-

’
I
i

L
-

Tierra

Y

(0,0]

Figura 5.4: Angulo gamma

En coordenadas polares la distancia de la nave a la Luna denotada por
T9(t) es, por aplicacion de la ley de cosenos:

ra(t) V()2 + ()2 = 2r(t)ricos(p(t) — wt)
[F(£)? + (r1)? = 2r(t)ricos(B(t) — wt)]?
ri(t,r, @)

Definamos la posicion de la nave como:

N(t) = (x(t),y(1)) = (r(t)cos(t), r(t)sing(t)).

(5.3)
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Asi, la velocidad de la nave esta dada por:

v(t) = Ni(t) = (&, 4),

por lo que el producto punto de la velocidad de la nave es:

_ (dz)? dy )2
veoo= () +@). | -
Por definicién, la energia cinética de un objeto en movimiento esta dada por
T=F. = %mv - v, donde m =masa del objeto, v = la velocidad del objeto,
por lo que la energia cinética de la nave es

T %m [(fl—f)z + (%)1 _ %mv, (5.4)

en coordenadas rectangulares.

Veamos coémo estd definida la energia cinética en coordenadas polares,
considerando a la nave como el objeto en cuestion. Sean x(t) = r(t)cos(¢(t)), y(t) =

r(t)sen(@(t)) y r(t) = [(2(t)? + (y(t)2)}.

Notemos que:

@_ﬂtﬂ)Q _ [%cos(qb(t))—r(t)sen@(t))cji_fr

= (%) cose(0) 25 rBeostoto)senton)
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Entonces

[(%) i (%)] - [%] (cos(()) + sen?(6 (1))

b)) (o5 (6(0)) + sen?(B(1)) (@)

@)
dt dt

Con lo que la energia cinética de la nave esta dada por

= [(%)2 + () (%)1 | (5.5)

en coordenadas polares.

Por lo tanto la energia cinética de la nave es:

Eop=T = lm [(Z—f)Z + (2—?)1 = om [(Z—:)Q + (1)) (%)2] (5.6)

Por definicién sabemos que la energia potencial gravitacional de una masa
m es:
M-m

Epy = ~G——,

donde G es la constante gravitacional, M es la masa del cuerpo atractivo y
r es la distancia entre sus centros.
Asi, la energia potencial gravitacional de la nave a la Tierra esta dada por:

E MTm

pg1 = T EOR (5.7)

donde m es la masa de la nave, My la masa de la Tierra y r(t) la distancia
entre la nave y la Tierra.

Por otro lado la energia potencial gravitacional de la nave a la Luna esta
dada por:

MLm

pg2 = _G—TL(t,T, ) (5.8)
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donde m es la masa de la nave, My es la masa de la Luna y r.(r, ¢,t) la
distancia entre la nave y la Luna. Entonces de (5.7) y (5.8) tenemos que la
energia potencial gravitacional total de la nave que denotaremos por V' esta
dada por:

MTm —G MLm
r(t) ro(t,r,¢)

V=-aGg (5.9)

A partir de las ecuaciones encontradas anteriormente (5.6) y (5.9) podemos
construir el lagrangiano, que por definicién esta dado por:

L=E,~E,=T-V,

Por lo que el lagrangiano es:

R T [ ) et
= () e (2] ot st
= () o (2 oM

(5.10)

L es una funcion que depende de los pardmetros ¢, 7, ¢ entonces L : R® — R
Para obtener el hamiltoniano vamos a calcular los momentos conjugados
utilizando el lagrangiano encontrado; por definicion los momentos conjugados

son:
- (i (5)-
" 0 (L) 2 dt
L
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Asi, el hamiltoniano por definicién queda como:

pr( +p¢<%)_L
_ m( (‘Z +mr2(t>((7¢) (g)

_ %m<%>2+%mr ()(dij) +GM() +GTLA(/It7L:1¢)]
2

dr
i)
dr
@)

2 dr 1 dp\?2
- ( D) e () () e ()
- G ;n_GTL(t :n¢)
dr de\ 2 Mrm Mrm
- (aT) mr (o) (7) “® e
- 2d 2 -¢ T(Tt) _GTL(;"“HZS)
— ( ) (d ) A Mrm Mpm
2m 2mr2( ) r(t) ri(t, T, P)
2 2 M m Mrm
= ot I 7@ Crting)

con p,” = m? (4) y py? = m¥r(t) (%)”.

Usualmente el hamiltoniano es una funcién de las variables de posicion
y sus momentos conjugados, de acuerdo a la seccion 2.1.5 del capitulo 2
tenemos que:

dr OH
dt — Op,
dp  O0H
dt— Ops
dp,  OH
a— or
dpg 0OH

dat 0
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Calculamos las ecuaciones del movimiento de la nave:

ﬂ _ OH _2pr Pr
dt Opr T om m’
o _ OH _ 29 _ _Po
dt — dpg  2mr2(t)  mr2(t)’
dpr OH
a  or
_ p¢2 mMyp mML < 2r(t) — 2ricos(¢ — wt) >
mr3(t) 7"(t) 2(t, 7, 9) 2[r2(t) + 712 — 2r(t)ricos(¢p — wt)]%
_ Pp> mMyp mML ( — r1cos(¢p — wt)] >
mrd(t) r(t)? 2(t,r,9) 2[r2(t) +dTL — 2r(t)drrcos(¢d — wt)]%
_ P> mMrp mML (r(t) - 7’1605(({) wt))
T o) r(t)? 3(t,r, b)
_ pq>2 o mMT - mML B
= 3 (D) G () G 2. 9) (r(t) — ricos(¢ — wt)),
dpy _  _OH
dt )
- _a mMyp, ( 2r(t)risen(¢ — wt) )
L2(t,r, ¢) 2(r2(t) + r12 — 2r(t)ricos(¢ — wt))%
- _¢ mMp, (T(t)nsen((b wt))
B TL2(t7T7¢) ( (b? )
g mML t ¢
= - 3 9) (r(t)risen(¢p — wt)).

Finalmente, las ecuaciones de la nave son:

dr OH p,
dp_ OH _ po
dt — Opy mri(t) (5.14)
b _ _om
dt or
2
. Do _ mMT - mML B B
T GTQ(t) G?‘f’(lﬁ,?‘, 7 [r(t) — ricos(¢ — wt)],(5.15)
dpg ~ OH _ mMp, , B
il v G—TL?)(t,T?(ﬁ)r(t)rlsm((b wt). (5.16)

Hemos de resolver numéricamente el anterior conjunto de cuatro ecuaciones
diferenciales no lineales. Para ello, utilizaremos méas adelante el algoritmo de
Runge-Kutta de cuarto orden.
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Como la computadora introduce un margen de error debido al redondeo
que efectiia en cada iteracion el algoritmo de Runge-Kutta de cuarto orden,
dicho error se hace mas grande cuando se trabaja con variables con valores
muy dispares entre si.

Para minimizar este efecto hacemos que las variables 7, ¢, p, ¥y py sean del
mismo orden de magnitud. Una forma de conseguirlo es reescalarlas?, lo cual
se puede hacer de varias formas. En particular, usaremos:

ro= r/r,

?,

pr = pr/mry,

Ps = po/mri’. (5.17)

Con lo anterior, calculemos las ecuaciones de movimiento.
Notemos que 7; es una constante fija.

~ r dr dr
ﬁ — d(rl) :E:—ma — Pr =7
dt dt rL omry  mr "
PO
s (@2 Po@re T
dt 712 r2(t)r 2 ) 72

T1

2Transformar linealmente los valores de la funcién a una escala de evaluacién especifi-
cada.
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Por lo que, en este caso, las ecuaciones de movimiento son:

dr -
L (5.18)
d¢ P,
6 _ % (5.19)
dp, (D} L n
s (ﬁ) - A [W + (7:/)3[7“ — cos(¢p —wt)] |, (5.20)
dp, Aur
d—t‘ﬁ = - ff; sin(¢ — wt), (5.21)
donde,
AN = GMyg/r%,
M = ML/MT,
7 = (1472 = 2Fcos(¢ — wit)] 2.

Los valores numeéricos que usaremos son los que se mostraron en el capitulo
2:

mkg
52

G = 6.67x 107" Nm?kg™2 N =

My = 5.9736 x 10*'kg,
M, = 0.07349 x 10*kg,
r = 3.844 x 10%m,

w = 2.6617 x 107%s7%.

Estos valores numericos aproximados estan ya establecidos de manera gene-
ral. Ademés, como la nave despega desde la superficie terrestre y llega a la
luna, son necesarios los radios de la Tierra, Ry = 6.378160 x 10%m, y de la
Luna, Ry = 1.7374 x 10%m.

Resolver las 4 ecuaciones de movimiento requiere proporcionar los valores
iniciales de 7, ¢, p,, v py. Los dos primeros r, ¢ determinan el punto de lanza-
miento del cohete, pues r es la distancia del cohete a la tierra y ¢ es el angulo
de inclinacion que tiene el cohete en el momento inicial del lanzamiento.
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1

TIERRA

Figura 5.5: Nave-Tierra

En cuanto a los valores iniciales de los momentos p, y ps, pueden ob-
tenerse a partir de la velocidad y angulo de lanzamiento v = (‘fl—f, %) =
(vcos(#),vsin()) recurriendo a las definiciones.

Asi, se tienen las relaciones siguientes:

. mir d 1 d
G o= P _Mar (1) (1) (7) (7 oy +y2)
mry mry mry dt 1 dt
_ (i) R :<i) gde 4 ydy
1/ \ 22 + ) 1/ \(@ +y?)?
_ l‘% + y% _ CE% + y%‘ _ zvcos(0) + yvsin(0)
(22 + yz)%rl rry rry
_ rvcos(0)cos(p) + rvsin(0)sin(¢)  wvcos(0)cos(¢) + vsin(0)sin(p)
- rT1 N 1
= 1(cos(@)cos(¢) + sin(0)sin(¢)) = i(cos(@ — ¢)) = vcos(6 — ),
T1 1

donde © = > con la contante v = 11.2km/s = 40.320km/h.
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Yy

—~
8

Por otro lado, notemos que ¢ = arctan

)
o o e () (8)- () ()

72 dx dy
= — ) (== =y
2 + 2 a Y

—) (rcos(¢p)vsen(0) — rsen(¢p)vcos(6))
—) (rv(cos(¢p)sen(0) — sen(¢)cos(0)))

f2
=) (wtsento - )

(
(
[
_ (i) (zvsen(8) — yocos(6))
(
(
(
(

>

= 7osin(

- ).

Finalmente tenemos:

B = Gcos(d - 9),
Py = TUsin(0 — o).

Salvo que el punto de lanzamiento estd sobre la superficie de la Tierra,
r = Ry, no existe un método general para asignar valores iniciales al res-
to de variables, ¢,0 y v. Es aconsejable, no obstante, que v sea proxima a
la velocidad de escape, puesto que éste es el minimo valor que garantiza que
la nave tiene la energia suficiente para escapar del campo gravitatorio de la
Tierra. Finalmente, hay mucha libertad para escoger ¢ y 6, que dependen de
donde esté situada la Luna en el momento del lanzamiento.



Capitulo 6

Solucién del Modelo(Problema)

En el capitulo anterior definimos nuestro modelo como el lanzamiento de
una nave espacial a la luna teniendo como punto de partida la tierra, asi,
nuestro modelo se compone de tres cuerpos tierra, luna y nave espacial que
consideramos sin estructura interna y caracterizados de forma tinica por sus
masas, Mr, My y m, respectivamente. Siendo asi el problema principal dise-
nar y escribir el programa que resuelve las ecuaciones del movimiento de una
nave, moviéndose bajo la accion de los campos gravitatorios terrestre y lunar
a través de métodos numéricos.

En este capitulo damos solucién atacando este problema con el método
numérico de Runge-Kutta que es capaz de resolver un sistema de ecuaciones
diferenciales. Compararemos los resultados obtenidos en este método con re-
sultados del método de Euler.

En el capitulo anterior establecimos las ecuaciones de movimiento de la
nave como:

a - P

a T mry’

o _ P _ Do

dt 2 mr?’

deT . ]53) 1 B

e <§) — A [W + Tk [ — cos(¢p — wt)]| ,
o = T sin(¢p — wt)
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donde
A =GMgp/r,
2 = ML/MTa
7 =1+ 7 = 2Fcos(¢p — wt)]V2.

En particular, usaremos:

T o= r/r,
o,
]37“ = pr/mTla

Ps = pg/mr’.

Los valores numéricos que usaremos son los que se mostraron en el capitulo
2:

mkg
52

G = 6.67x 107" Nm?kg™2 N =

My = 5.9736 x 10**kg,
M, = 0.07349 x 10*kg,
i = 3.844 x 10%m,
w = 26617 x 1070571,
Rr = 6.378160 x 10%m,
R, = 1.7374 x 10%m.

Resolver las 4 ecuaciones de movimiento requiere proporcionar los valores
iniciales de 7, ¢, p,, v py. Los dos primeros r, ¢ determinan el punto de lanza-
miento del cohete, pues r es la distancia del cohete a la tierra y ¢ es el angulo
de inclinacion que tiene el cohete en el momento inicial del lanzamiento.
En cuanto a los valores iniciales de los momentos p, y py, pueden obtenerse
a partir de la velocidad y angulo de lanzamiento teniendo encuenta que:

pr = vcos( — ¢),
Py = TOsin(0 — o).
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Notemos que las anteriores ecuaciones estan dadas en forma polar por lo
que daremos su grafica solucion en coordenadas polares.

Vamos a comparar los resultados obtenidos entre el método numérico de
Runge-Kutta y el método de Euler, por lo que anexamos la funcién y pro-
grama, realizado para cada uno de estos métodos:

e Funcién de Euler.

% Funcidén para Euler aplicado a cuatro ecuaciones
diferenciales

function [t,x,y,z,w] =funpoleuler4(f,g,e,v,t0,tf,x0,
y0,z0,w0,n) JNombre de la funcién
h=(tf-t0)/n;’% tamafio de paso
t=t0:h:tf;% vector que inicia en t0 aumenta en
h y llega a tf
x=zeros(1,n); % almacena en una matriz de n+1
filas
%y 1 columa las iteraciones
y=zeros(1,n) ;7% almacena en una matriz de n+1
filas
%y 1 columa las iteraciones
z=zeros(1,n) ;% almacena en una matriz de n+1
filas
%y 1 columa las iteraciones
w=zeros(1,n) ;% almacena en una matriz de n+1
filas
%y 1 columa las iteraciones
x(1)=x0;% Condicidén inicial
y(1)=y0;% Condicidén inicial
z(1)=z0;% Condicidn inicial
w(1)=w0; % Condicidén inicial
fprintf (' Tamafio de paso: ');
disp (h)
% X=zeros(n+1,5);

for i=1:n% Calculo por metodo de Euler
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x(i+1)=x(i)+£f(t (i) ,x(1),y(i),z(i),w(i))*h;
y(i+1)=y(i)+g(t (i) ,x(i),y(i),z(i) ,w(i))*h;
z(i+1)=z(i)+e(t (1) ,x(1),y(i),z(i) ,w(i)) *h;
Wi+ =w(i)+v(t (i) ,x(i),y(1i),z(i),w(i))*h;

RECi, ) =[t(i) x(1) y(i) z(i) w(i)];

end

disp (t)
disp(x)
disp (y)
disp(z)
disp(w)

polar(t,x)
hold on
polar(t,y)
hold on
polar(t,z)
hold on
polar(t,w)

end

ee Programa de Euler aplicado a cuatro ecuaciones diferenciales lineales.

%Euler aplicado a cuatro ecuaciones diferenciales.

clc; % Limpia pantalla.

clear;? Variables.

clear all;’ Elimina los datos que existan en el
fichero.

tO=input (' Ingresar el tiempo inicial: ');?% input se
utiliza para asignar

% el valor de una variable.

tf=input (' Ingresa el tiempo final: ');

n=input ('Ingresa el nimero de intervalos: ');

x0=input (' Ingresar el valor de x en el tiempo
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inicial: ');

yO=input (' Ingresar el valor de y en el tiempo
inicial: ');

z0=input (' Ingresar el valor de z en el tiempo
inicial: ');

wO=input (' Ingresar el valor de w en el tiempo
inicial: ');

f=input ('Ingrese la funcidén (entre apostrofes) f = '
)5

g=input ('Ingrese la funcién (entre apostrofes) g = '
)5

e=input ('Ingrese la funcidén (entre apostrofes) e = '
)

v=input ('Ingrese la funcidén (entre apostrofes) v = '
)5

f=str2func(strcat('Q(t,x,y,z,w) ',£));%0(t,x,y,z,w)
se utiliza para pegar a la

%funcidén introducida y asi Matlab la reconozca como
una funcidn.

g=str2func(strcat('Q(t,x,y,z,w) ',g));

e=str2func(strcat ('Q0(t,x,y,z,w) ',e));

v=str2func(strcat('Q(t,x,y,z,w) ',v));

[t,x,y,z,w]=funpoleulerd4(f,g,e,v,t0,tf,x0,y0,2z0,w0,n
); % Introduce en la funciédn
%realizada los valores adquiridos anteriormente.

e Funcion de Runge-Kutta.

% Funcidén para Runge-Kutta de orden 4 aplicado a
cuatro ecuaciones
% diferenciales.

function [t,x,y,z,w] =funpold4r_k_4(f,g,1l,v,x0,y0,2z0,
w0 ,t0,tf,n)

hformat long

h=(tf-t0)/n; 7% Tamafio de paso.




t=t0:h:tf;% Vector que inicia en t0O aumenta en h y

llega a tf.

x=zeros(1,n);% Almacena las
matriz de n+1 filas

%y 1 columa.

y=zeros (1,n);’ Almacena las
matriz de n+l1 filas

%y 1 columa.

z=zeros(1,n) ;% Almacena las
matriz de n+1 filas

%y 1 columa.

w=zeros(1,n);% Almacena 1las
matriz de n+l1 filas

%y 1 columa.

x(1)=x0;% Condicidn
y(1)=y0;% Condicidn
z(1)=z0;% Condicidn
w(1)=w0;7% Condicidn

inicial.
inicial.
inicial.
inicial.

fprintf (' Tamafio de paso: ');

disp (h)
YX=zeros(n+1,5) ;

iteraciones

iteraciones

iteraciones

iteraciones

for i=1:n% Calculo por metodo de rk4.
mi=f(t(i),x(i),y(i),z(i),w(i));
ki=g(t(i),x(i),y(i),z(i),w(i));
n1=1(t(i),x(1),y(i),z(i),w(i));
ol=v(t(i),x(i),y(i),z(1) ,w(i));

en una

en una

en una

en una
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m2=f (t (1) +h/2,x(i)+(h*ml1) /2,y (i) +(h*k1)/2,z (i) +(
h*n1)/2,w(i)+(h*ol)/2);
k2=g(t(i)+h/2,x (i) +(h*m1) /2,y (i) +(hx*xk1) /2,2 (i) +(
h*n1)/2,w(i)+(h*o0l1)/2);
n2=1(t(i)+h/2,x(i)+(h*ml) /2,y (i) +(h*xk1)/2,z (i) +(
h*n1)/2,w(i)+(h*ol1)/2);
02=v (£t (i)+h/2,x(i)+(h*m1) /2,y (i) +(h*xk1)/2,z(i)+(
h*n1)/2,w(i)+(h*ol)/2);

m3=f (£t (i)+h/2,x(i)+(h*m2) /2,y (i) +(h*k2)/2,z (i) +(
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h*n2)/2,w(i)+(h*x02)/2);
k3=g(t(i)+h/2,x(i)+(h*m2) /2,y (i) +(h*k2)/2,z (i) +(
h*n2) /2 ,w(i)+(h*02)/2);
n3=1(t(i)+h/2,x(i)+(h*m2)/2,y(i)+(h*k2)/2,z (i) +(
h*n2)/2,w(i)+(h*02)/2);
03=v(t(i)+h/2,x(i)+(h*m2) /2,y (i) +(h*k2)/2,z (i) +(
h*n2)/2,w(i)+(h*x02)/2);

m4d=f(t(i)+h,x(i)+h*m3,y(i)+h*xk3,z(i)+h*n3,w(i)+h
*03) ;

k4=g(t(i)+h,x(i)+h*m3,y(i)+h*k3,z(i)+h*n3 ,w(i)+h
*x03) ;

n4=1(t(i)+h,x(i)+h*m3,y (i) +h*k3,z(i)+h*n3,w(i)+h
*x03) ;

04=v(t(i)+h,x(i)+h*m3,y(i)+h*k3,z(i)+h*n3,w(i)+h
*03) ;

x(i+1)=x(i)+(h/6) *(m1+2*m2+2*m3+m4 ) ;
y(i+1)=y(i)+(h/6) *(k1+2*k2+2*k3+k4) ;
z(i+1)=z(i)+(h/6) *(n1+2*n2+2*n3+n4) ;
w(i+1)=w(i)+(h/6)*(0l1+2*%02+2*x03+04) ;

end

disp (t)
disp(x)
disp(y)
disp(z)
disp (w)

for j=1:1length(t)

polar (0,390000000)
hold on
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polar(t(1:j),x(1:3));

pause (0.1)

hold on Ygrafica mas curvas sobre la misma ventana
polar(t(1:3),y(1:3));

hold on

polar(t(1:3),z(1:3));

hold on

polar(t(1:j),w(1:j));

hold on

theta=0:2%pi/100:8*pi;
r=((3.844)*(10"8))*ones(size(theta));
hold on

pause (0.1)

polar (theta(1l:j),r(1:3))

end

end

ee Programa de Runge-Kutta aplicado a cuatro ecuciones diferenciales linea-
les.

% RK4 aplicado a cuatro ecuaciones diferenciales.

clc; % Limpia pantalla.

clear; % Variables.

clear all;% Elimina los datos que existan en el
fichero.

tO=input (' Ingresar el tiempo inicial: ');7% input se
utiliza para asignar

% el valor de una variable.

tf=input (' Ingresar el tiempo final: ")

n=input ('Ingresar el ntimero de intervalos: ');

x0=input (' Ingresar el valor de la funcién f en el
tiempo inicial: ');

yO=input (' Ingresar el valor de la funcidén g en el
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tiempo inicial: ');

z0=input ('Ingresar el valor de la funcidén 1 en el
tiempo inicial: ');

wO=input (' Ingresar el valor de la funcidén v en el
tiempo inicial: ');

f=input ('Ingrese la funcidén (entre apostrofes) f
)5

g=input ('Ingrese la funcidén (entre apostrofes) g
)

l=input (' Ingrese la funcidén (entre apostrofes) 1
)5

v=input ('Ingrese la funcidén (entre apostrofes) v
)

f=str2func(strcat ('0(t,x,y,z,w) ',f));%0(t,x,y,z,w)
se utiliza para pegar a la

%funcidén introducida y asi Matlab la reconozca como
una funcidn.

g=str2func(strcat ('0(t ,x,y,z,w) ',g));

l=str2func(strcat ('0(t,x,y,z,w) ',1));

v=str2func(strcat('Q(t,x,y,z,w) ',v));

[t,x,y,z,wl=funpold4r_k_4(f,g,1,v,x0,y0,2z0,w0,t0,tf,n
);%Introduce en la funcién
%realizada los valores adquiridos anteriormente.

%'z/(13684.64)"

%tw/((3.56)x(x.72))"

h'(w/((x.73)*(48717.3184))) -((39843.912) /((3844) ."3)
)*x((1/((x.72)/(14776336))) +((0.012302464) /(1+((x
."2) /14776336) -((2*x) /3844) *(cos (y
-(0.000000000026617) *t))) .~ (1/2) x((x/38844) -cos (y
-(0.000000000026617) *t))))"

%' -(((490.1783/((3844) .~4))/(1+((x.~2)/(3844) ."2)
-((2xx)/3844) *cos(y-(0.000000000026617) *xt))
."(3/2))*(sin(y-(0.000000000026617) *t)))"
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%' (40.320/38.44)*sin((pi/3)-w)"
%' ((1/38.44)*%(40.320/38.44)xsin((pi/3) -w)) -((z
/38.44) %(40.320/38.44) *cos ((pi/3)-w))"'

%'z/1.368464"

%'w/((x.~2)%(0.0356))"

ht(w/((x.73)*(3.4596))) -(3.9843912/56800.23558)
*((1/((x.72)/1477.6336))+(0.012302464/(1+((x."2)
/1477 .6336) -(2%x/38.44) x(cos (y
-(0.00000000000026617)*t))) .~ (1/2))*((x/38.44) -
cos (y-(0.00000000000026617) *t)) )"

%' -(((0.04901783/(38.44) .~4) /(1+((z.~2) /1477 .6336)
-((2%z)/38.44)*cos (w-(0.00000000000026617) *xt))
.7(3/2))*(sin(w-(0.00000000000026617) *t)) )"

%((w=2)/(x73)) -((6.7981) *(10~-12) ) *((1/(x~2))
+(((1.2302) x(10°18) ) /(1+(x~2) -2*x*cos (-(2.6617)
*(10~-6)*t)) ~(3/2))*x(x-cos (-(2.6617)*(10~-6)*t)) "

%IZI

htu/(x~2)!

%' ((w=2)/(x~3)) -((6.7981) (10~ -12))*((1/(x~2))
+(((1.2302)*%(10°18)) /(1+(x~2) -2*x*cos (-(2.6617)
*(10°-6)*t)) ~(3/2))*(x-cos(-(2.6617)*x(10"-6)%*t)))

%' ((-((6.7981)*(10~-12))*((1.2302) *x(10~18) ) *x) /((1+(
x72) -2*xx*xcos (-(2.6617)*(10~-6)*t))~(3/2)))*sin
(-(2.6617)*(10"~-6) xt) '

%' ((w~2)/(x73)) -((6.7981)*(10~-12))*((1/(x"2))
+(((1.2302)*(10°18)) /(1+(x~2) -2*x*cos (-(2.6617)
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*(10~-6)*t))~(3/2))*x(x-cos (-(2.6617)*(10~-6)*t)))

%' -(((((6.7981) (10" -12))*((1.2302) *(10°18)) *x)
/((1+(x~2) -2*%x*xcos (-(2.6617)*x(10"-6)*t))~(3/2)))«*
sin(-(2.6617) *(10"-6) *t) )

%'Z'

htw/(x~2)!

%' ((w~2)/(x~3)) -((7.0147)*(10~-4))*((1/(x"~2))
+((0.0123) /(1+(x~2) -2*%x*xcos (-(2.6617)*x(10~-14) *xt)
)~ (3/2))*x(x-cos(-(2.6617) *(10~-14)*t)) )"

Hht-(CCC(7.0147) *(10~-4))*(0.0123) *x) / ((1+(x72) -2*xx*
cos(-(2.6617)*x(10~-14)*t))~(3/2)))*sin(-(2.6617)
*(10~-14)*t)) !




Apéndice A
Programas en Matlab

En este apendice daremos a conocer los programas y funciones en MATLAB
de los métodos Euler y Rungge-Kutta aplicados a un sistema de una, dos,
tres y cuatro ecuaciones diferenciales que dan una aproximacion a la solucién.

A.0.1. Funcién y programa de Euler y Runge-Kutta
aplicado a una ecuacién diferencial lineal

e Funcion de Euler.

% Funcidon del método de Euler aplicado a una
ecuacidén diferencial.

function [t,x] =feulerl1(f,t0,tf,x0,n) %Nombre de 1la
funcidn.

h=(tf-t0)/n; 7% Tamafio de paso.

t=t0:h:tf; 7% Vector que inicia en t0 aumenta en
h y llega a tf.

x=zeros(n+1,1); % Almacena en una matriz de n
+1 filas

by 1 columa las iteraciones.

x(1)=x0; % Condicidén inicial.

fprintf (' Tamafio de paso: ');

disp (h)

for i=1:n+1% Calculo por metodo de Euler.

67
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x(i+1)=x(i)+f(t (i) ,x(i)) *h;
X(i,:)=[t(i) x(i)];
end
W=array2table (X, 'VariableNames',{'t' 'x' }); %
Crea y almacena una
%“tabla con los valores obtenidos.
disp (W)

t=1linspace(t0,tf,n);
m=questd1g('EMPEZAR ANIMACION', 'MENSAJE 1');
if strcmp(m, 'Yes');

for j=1:1length(t) /Crea la grafica con los
valores obtenidos.
%plot (t(1:3),t(1:3j),'r', 'Linewidth',2);%Le
da color y grosor
ha la grafica.
plot(t(1:j),x(1:3),'b', Linewidth',3);
pause (0.000001)
hold on
axis([1,1.6,1,3]); % Determina los valores de
los ejes del plano.
grid on
title ('Problema de valor inicial');%Titulo
de la grafica.
xlabel ('Tiempo');
ylabel ('Valores para x');
end
legend ('x(t) solucion Euler'); 7% Pone la
etiqueta en la
hgrafica de la solucion.
hold off

end

ee Programa de Euler aplicado a una ecucién diferencial lineal.

%Euler aplicado a una ecuacidén diferencial




69

clc; % Limpia pantalla.

clear; ¥ Variables.

clear all; % Elimina los datos que existan en el
fichero.

tO=input ('Ingresar el tiempo inicial: ');% input se
utiliza para asignar

% el valor de una variable.

tf=input (' Ingresa el tiempo final: ');

n=input ('Ingresa el nimero de intervalos: ');
x0=input (' Ingresar el valor de x en el tiempo
inicial: ');

f=input (' Ingrese la funcidén (entre apostrofes) f =
)

f=str2func(strcat ('0(t,x) ',f)); %0(t,x) se utiliza
para pegar a la

%funcidén introducida y asi Matlab la reconozca como
una funcidn.

[t,x]=feulerl1(f,t0,tf,x0,n); % Introduce en la
funcidén realizada
%los valores adquiridos anteriormente.

e Funcion de Runge-Kutta.

% Funcidén para Runge-Kutta de orden 4 aplicado a una
ecuacidén diferencial.

function[t,x]=flr_k_4(f,t0,tf,x0,n)

h=(tf-t0)/n; 7 tamafio de paso.

t=t0:h:tf; ) vector que inicia en tO aumenta en h y
llega a tf.

x=zeros(n+1,1); % almacena en una matriz de n+1
filas y 1 columa

%las iteraciones.

x(1)=x0; % Condicidén inicial.

fprintf (' Tamafio de paso: ');

disp (h)
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for i=1:n+1 % Calculo por metodo de rk4.
k1=f(t (i) ,x(i));

k2=f (t (i)+h/2,x(i)+(h*k1)/2);

k3=f(t (i)+h/2,x(1i)+(hxk2)/2);

k4=f (t (i) +h,x (i) +h*k3) ;

x(1+1)=x(i)+(h/6) *(k1+2%k2+2*%k3+k4) ;
X(i,:)=[t(i) x(i)];

end

W=array2table (X, 'VariablelNames' ,{'t' 'x'}); % Crea y
almacena una

%tabla con los valores obtenidos.

disp (W)

t=linspace(t0,tf,n);
m=questd1g('EMPEZAR ANIMACION', 'MENSAJE 1');
if strcmp(m, 'Yes');

for j=1:1length(t) /Crea la grafica con los
valores obtenidos.
% plot(t(1:3),t(1:3),'y",'Linewidth',5);%Le
da color y grosor
ha la grafica.
plot(t(1:j),x(1:j),"'g"', 'Linewidth',3); %Le da
color y grosor
ha la grafica.

pause (0.000001)

hold on

axis([1,1.6,1,3]);%Determina los valores de
los ejes del plano.

grid on

title ('Problema de valor inicial'); %Titulo
de la grafica.

xlabel (' Tiempo');

ylabel ('Valores para x');

end




legend('x(t) solucion RK4');% Pone la etiqueta
en la
hgrafica de la solucion.
hold off
end

end

71

ee Programa de Runge-Kutta aplicado a una ecucion diferencial lineal.

% RK4 aplicado a una ecuacidén diferencial

clc; % Limpia pantalla

clear;? Variables

clear all; % Elimina los datos que existan en el
fichero

tO=input (' Ingresar el tiempo inicial: ');7% input se
utiliza para asignar

% el valor de una variable

tf=input (' Ingresar el tiempo final: ")

n=input ('Ingresar el nimero de intervalos: ');

x0=input (' Ingresar el valor de x en el tiempo
inicial: ');

f=input ('Ingrese la funcidn (entre apostrofes) f =
)5

f=str2func(strcat('@(t,x) ',f)); %0(t,x) se utiliza
para pegar a la

%funcidén introducida y asi Matlab la reconozca como
una funcidn

[t,x]=f1lr_k_4(f,t0,tf,x0,n); % Introduce en la
funcidn realizada
%los valores adquiridos anteriormente
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A.0.2. Funcién y programa de Euler y Runge-Kutta
aplicado a dos ecuaciones diferenciales lineales

e [Funcién de Euler.

% Funcidén para Euler aplicado a dos ecuaciones
diferenciales

function [t,x,y] =feuler2(f,g,t0,tf,x0,y0,n) Nombre
de la funcidn
h=(tf-t0)/n; % tamafio de paso
t=t0:h:tf; % vector que inicia en t0 aumenta en
h y llega a tf
x=zeros(n+1,1); % almacena en una matriz de n
+1 filas
%y 1 columa las iteraciones
y=zeros(n+1,1) ;% almacena en una matriz de n+l
filas
%y 1 columa las iteraciones
x(1)=x0;% Condicidén inicial
y(1)=y0;7% Condicidén inicial
fprintf (' Tamafio de paso: ');
disp (h)
for i=1:n+1% Calculo por metodo de Euler
x(i+1)=x(i)+£f(t (i) ,x(i),y(i)) *h;
y(i+1D)=y(i)+£(t (1) ,x(i),y (1)) *h;

X(i,:)=[t(1) x(i) y(i)]1;
end
W=array2table (X, 'VariableNames',{'t' 'x' 'y'})

3

disp (W)

t=1linspace (t0,tf,n);
m=questdlg('EMPEZAR ANIMACION', 'MENSAJE 1")
if strcmp(m, 'Yes');

for j=1:length(t) %Crea la grafica con los
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valores obtenidos

hplot(t(1:3),t(1:j),'y"', 'Linewidth',6);%Le
da color y grosor

%a la grafica

hplot (t(1:3),x(1:3),'g', 'Linewidth ' ,4);

hplot (t(1:3),y(1:3),'y", 'Linewidth ',2);

polar(t(1:j),x(1:j),'g', 'Linewidth' ,4);

polar(t(1:j),y(1:j),'y', 'Linewidth',2);

pause (0.000001)

hold on

axis ([0,1,-2,50]); %Determina los valores de
los ejes del plano

grid on

title ('Problema de Valores iniciales'); %
Titulo de la grafica

xlabel ('Tiempo');

ylabel ('Valores para la funcidn');

end
legend('y(t) solucion Euler', 'x(t) solucion
Euler ') ;
% Pone la etiqueta en la grafica de la solucion.
hold off
end
end

ee Programa de Euler aplicado a dos ecuaciones diferenciales lineales.

%Euler aplicado a dos ecuaciones diferenciales.

clc; % Limpia pantalla.

clear ;% Variables.

clear all;% Elimina los datos que existan en el
fichero.

tO=input (' Ingresar el tiempo inicial: ');7% input se
utiliza para asignar

% el valor de una variable.

tf=input (' Ingresa el tiempo final: ');

n=input ('Ingresa el nimero de intervalos: ');
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x0=input ('Ingresar el valor de x en el tiempo

inicial: ');
yO=input (' Ingresar el valor de y en el tiempo
inicial: ');

f=input ('Ingrese la funcién (entre apostrofes) f
)5

g=input ('Ingrese la funcidén (entre apostrofes) g
)5

f=str2func(strcat('Q@(t,x,y) ',£f));%0(t,x,y) se
utiliza para pegar a la

%funcidén introducida y asi Matlab la reconozca como
una funcidn.

g=str2func (strcat('0(t,x,y) ',g));

[t,x,yl=feuler2(f,g,t0,tf,x0,y0,n); ’ Introduce en
la funcidén realizada
%los valores adquiridos anteriormente.

e Funcion de Runge-Kutta.

% Funcidén para Runge-Kutta de orden 4 aplicado a dos
ecuaciones
% diferenciales.

function[t,x,yl=f2r_k_4(f,g,x0,y0,t0,tf,n)

h=(tf-t0)/n; % tamafio de paso.

t=t0:h:tf; ) vector que inicia en t0 aumenta en h y
llega a tf.

x=zeros(n+1,1); % almacena las iteraciones en una
matriz de n+1 filas

%y 1 columna.

y=zeros(n+1,1); 7 almacena las iteraciones en una
matriz de n+l1 filas

%y 1 columna.

x(1)=x0; % Condicidén inicial.

y(1)=y0; 7% Condicidén inicial.

fprintf ('Tamafio de paso: ');

disp (h)




X=zeros(n+1,3);

for i=1:n+1 7 Calculo por metodo de rké4.
mi=Ff(t(i),x(i),y(i));
kl=g(t(i),x(i),y(i));

m2=£f (£t (i)+h/2,x (1) +(h*m1) /2,y (i) +(h*k1)/2);
k2=g(t(i)+h/2,x(i)+(h*m1) /2,y (i) +(h*k1)/2);

m3=f(t(i)+h/2,x(i)+(h*m2) /2,y (i) +(h*k2)/2);
k3=g(t(i)+h/2,x (i) +(h*m2) /2,y (i) +(h*xk2)/2);

m4=f (t(i)+h,x(i)+h*m3,y(i)+h*k3);
kd=g(t (i) +h,x(i)+h*m3,y (i) +h*k3);

x(i+1)=x(i)+(h/6) *(m1+2*m2+2*m3+m4) ;
y(i+1)=y(i)+(h/6) *(k1+2xk2+2%k3+k4) ;

X(i,:)=[t(i) x(i) y(i)];
end
W=array2table (X, 'VariableNames',{'t' 'x' 'y'}); %
Crea y almacena una
%tabla con los valores obtenidos.
disp (W)

t=linspace(t0,tf,n);
m=questd1g('EMPEZAR ANIMACION', 'MENSAJE 1')
if strcmp(m, 'Yes');

for j=1:1length(t)’% Crea la grafica con los
valores obtenidos.
hplot (t(1:3),t(1:3),'w', 'Linewidth ' ,4);%Le
da color y grosor
%a la grafica.
plot(t(1:j),x(1:j),'r', 'Linewidth' ,4);
plot(t(1:j),y(1:j),'b', 'Linewidth' ,2);

pause (0.000001)

75
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hold on
axis ([0,1,-2,100]); %Determina los valores de
los ejes del plano.

grid on

title ('Problema de Valores iniciales'); %
Titulo de la grafica.

xlabel ('Tiempo');

ylabel ('valores');

end

legend('y(t) solucion RK4','x(t) solucion RK4');
% Pone la etiqueta en la

hgrafica de la solucion.

hold off

end
end

ee Programa de Runge-Kutta aplicado a dos ecuciones diferenciales lineales.

% RK4 aplicado a dos ecuaciones diferenciales

clc; % Limpia pantalla

clear;?% Variables

clear all;% Elimina los datos que existan en el
fichero

tO=input (' Ingresar el tiempo inicial: ');7% input se
utiliza para asignar

% el valor de una variable

tf=input (' Ingresar el tiempo final: ")

n=input ('Ingresar el numero de intervalos: ');

x0=input (' Ingresar el valor de x en el tiempo
inicial: ');

yO=input (' Ingresar el valor de y en el tiempo
inicial: ');

f=input ('Ingrese la funcidén (entre apostrofes) f
)5

g=input ('Ingrese la funcién (entre apostrofes) g
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)5

f=str2func(strcat ('@(t,x,y) ',£f));%0(t,x,y) se
utiliza para pegar a la

%funcidén introducida y asi Matlab la reconozca como
una funcidn

g=str2func(strcat ('Q(t,x,y) ',g));

[t,x,yl=f2r_k_4(f,g,x0,y0,t0,tf,n); %Introduce en la
funcidén realizada
%los valores adquiridos anteriormente

A.0.3. Funcién y programa de Euler y Runge-Kutta
aplicado a tres ecuaciones diferenciales lineales

e Funcién de Euler.

% Funcidén para Euler aplicado a tres ecuaciones
diferenciales

function [t,x,y,z] =feuler3(f,g,e,t0,tf,x0,y0,2z0,n) 7%
Nombre de la funcidn
h=(tf-t0)/n; % tamafio de paso
t=t0:h:tf; 7 vector que inicia en t0 aumenta en
h y llega a tf
x=zeros(n+1,1); % almacena en una matriz de n
+1 filas
hy 1 columa las iteraciones
y=zeros(n+1,1); J almacena en una matriz de n
+1 filas
%y 1 columa las iteraciones
z=zeros(n+1,1); % almacena en una matriz de n
+1 filas
%y 1 columa las iteraciones
x(1)=x0;% Condicidén inicial
y(1)=y0;7% Condicién inicial
z(1)=z0;% Condicidn inicial
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fprintf (' Tamafio de paso: ');

disp (h)

for i=1:n+1% Calculo por metodo de Euler
x(i+1)=x (1) +f(t (1) ,x(i),y (i) ,z(i)) *h;
y(i+1)=y(i)+g(t (i) ,x(i),y(i),z(i))*h;
z(i+1)=z(i)+e(t (1) ,x(1),y(1),z (1)) *h;

X(i,:)=[t(i) x(i) y(i) z(i)];
end
W=array2table (X, 'VariablelNames',{'t' 'x' 'y'
z'});
disp (W)

t=1linspace(t0,tf,n);
m=questd1g('EMPEZAR ANIMACION', 'MENSAJE 1')
if strcmp(m, 'Yes');

for j=1:1length(t) /Crea la grafica con los
valores obtenidos
hplot (t(1:j),t(1:j),'y", 'Linewidth',6);%Le
da color y grosor
ha la grafica
plot(t(1:j),x(1:j),'r', 'Linewidth' ,4);
plot(t(1:j),y(1:3),'b', Linewidth' ,4);
plot(t(1:j),z(1:j),'y"', Linewidth' ,4);
pause (0.000001)
hold on
axis ([0,25,0,800]1);
grid on
title ('Modelo SIR(Virus influenza)');¥%Titulo
de la grafica
xlabel ('Tiempo');
ylabel ('Numero de personas');

end
legend ('Recuperados ', 'Suseptibles','Infectados'
)5

%Pone la etiqueta en la grafica de la solucion




hold off

end
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ee Programa de Euler aplicado a tres ecuaciones diferenciales lineales.

%Euler aplicado a tres ecuaciones diferenciales.

clc; % Limpia pantalla.

clear;? Variables.

clear all;’ Elimina los datos que existan en el
fichero.

tO=input (' Ingresar el tiempo inicial: ');7% input se
utiliza para asignar

% el valor de una variable.

tf=input (' Ingresa el tiempo final: ');

n=input ('Ingresa el nimero de intervalos: ');

x0=input (' Ingresar el valor de x en el tiempo
inicial: ');

yO=input (' Ingresar el valor de y en el tiempo
inicial: ');

z0=input (' Ingresar el valor de z en el tiempo
inicial: ');

f=input (' Ingrese la funcidén (entre apostrofes) f
)5

g=input ('Ingrese la funcidén (entre apostrofes) g
)5

e=input ('Ingrese la funcidén (entre apostrofes) e
)5

f=str2func(strcat('@(t,x,y,z) ',f));%(t,x,y) se
utiliza para pegar a la

%funcidén introducida y asi Matlab la reconozca como
una funcidn.

g=str2func(strcat('@(t,x,y,z) ',g));

e=str2func(strcat ('0(t,x,y,z) ',e));

[t,x,y,z]=feuler3(f,g,e,t0,tf,x0,y0,z0,n); %
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Introduce en la funcidén realizada
%los valores adquiridos anteriormente.

e Funcion de Runge-Kutta.

% Funcidén para Runge-Kutta de orden 4 aplicado a
tres ecuaciones
% diferenciales.

function[t,x,y,z]=f3r_k_4(f,g,e,x0,y0,2z0,t0,tf,n)

h=(tf-t0)/n; % Tamafio de paso.

t=t0:h:tf; ) Vector que inicia en t0 aumenta en h y
llega a tf.

x=zeros(n+1,1); % Almacena las iteraciones en una
matriz de n+1 filas

%y 1 columa.

y=zeros(n+1,1); 7 Almacena las iteraciones en una
matriz de n+1 filas

%y 1 columa.

z=zeros(n+1,1); % Almacena las iteraciones en una
matriz de n+1 filas

%y 1 columa.

x(1)=x0;% Condicidén inicial.

y(1)=y0;7% Condicidén inicial.

z(1)=z0;% Condicidén inicial.

fprintf (' Tamafio de paso: ');

disp (h)

for i=1:n+1 ¥ Calculo por metodo de rk4.
mli=f(t(i),x(i),y(i),z(i));
ki=g(t(i),x(1),y(i),z(i));
nl=e(t(i),x(i),y(i),z(i));

m2=f (t (1) +h/2,x (i) +(h*ml1) /2,y (i) +(h*kl)/2,z(1i)+(
h*nl) /2);

k2=g(t(i)+h/2,x(i)+(h*m1)/2,y(i)+(h*xk1)/2,z (i) +(
h*nl)/2);

n2=e(t(i)+h/2,x(1i)+(h*ml1)/2,y(i)+(h*kl)/2,z (i) +(
h*nl)/2);




end
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m3=f (t(i)+h/2,x(i)+(h*m2) /2,y (i) +(h*k2)/2,z(i)+(
h*n2)/2);

k3=g(t(i)+h/2,x(i)+(h*m2) /2,y (i) +(h*k2)/2,z (i) +(
h*n2) /2);

n3=e(t(i)+h/2,x(i)+(h*m2) /2,y (i) +(h*k2)/2,z (1) +(
h*n2) /2) ;

m4d=f(t(i)+h,x(i)+h*m3,y(i)+h*k3,z(i)+h*n3);
k4=g(t(i)+h,x(i)+h*m3,y(i)+h*k3,z(i)+h*n3);
nd=e(t(i)+h,x(i)+h*m3,y(i)+h*k3,z(i)+h*n3);

x(i+1)=x(i)+(h/6) *(m1+2*m2+2*m3+m4) ;
y(i+1)=y(i)+(h/6) *(k1+2*xk2+2%k3+k4) ;
z(i+1)=2(i)+(h/6) *(nl1+2*n2+2%*n3+n4) ;

X(i,:)=[t(i) x(i) y(i) z(i)];

W=array2table (X, 'VariableNames',{'t' 'x' 'y' 'z'});%

Crea y almacena una

%tabla con los valores obtenidos.
disp (W)

t=1linspace (t0,tf,n);
m=questdlg ('EMPEZAR ANIMACION','MENSAJE 1')
if strcmp(m, 'Yes');

for j=1:length(t)’% Crea la grafica con 1los
valores obtenidos.
hplot (t(1:3),t(1:3j),'w', 'Linewidth ' ,4);
plot(t(1:j),x(1:j),'r', 'Linewidth' ,4);
plot(t(1:j),y(1:j),'b', 'Linewidth' ,4);
plot(t(1:3j),z(1:3),'y"', 'Linewidth' ,4);

pause (0.000001)

hold on

axis ([0,25,0,800]); %Determina los valores de
los ejes del plano.
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grid on

title('Modelo SIR(Virus influenza)');¥%Titulo
de la grafica.

xlabel (' Tiempo');

ylabel (' Numero de personas');

end

legend ('Recuperados ', 'Suseptibles', 'Infectados')
%Pone la etiqueta en la grafica de la solucion
hold off

end

ee Programa de Runge-Kutta aplicado a tres ecuciones diferenciales lineales.

% RK4 aplicado a tres ecuaciones diferenciales.

clc; % Limpia pantalla.

clear; % Variables.

clear all;’ Elimina los datos que existan en el
fichero.

tO=input (' Ingresar el tiempo inicial: ');?% input se
utiliza para asignar

% el valor de una variable.

tf=input (' Ingresar el tiempo final: ');

n=input ('Ingresar el niumero de intervalos: ');

x0=input (' Ingresar el valor de x en el tiempo
inicial: ');

yO=input (' Ingresar el valor de y en el tiempo
inicial: ');

z0=input (' Ingresar el valor de z en el tiempo
inicial: ');

f=input ('Ingrese la funcidén (entre apostrofes) f
)5
g=input ('Ingrese la funcidén (entre apostrofes) g

)
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e=input ('Ingrese la funcidén (entre apostrofes) e = '
)5

f=str2func(strcat('@(t,x,y,z) ',f));%0(t,x,y) se
utiliza para pegar a la

%funcidén introducida y asi Matlab la reconozca como
una funcidn.

g=str2func(strcat('@(t,x,y,z) ',g));

e=str2func(strcat ('0(t,x,y,z) ',e));

[t,x,y,z]=f3r_k_4(f,g,e,x0,y0,2z0,t0,tf,n); %Introduce
en la funcidn
%realizada los valores adquiridos anteriormente.

A.0.4. Funcién y programa de Euler y Runge-Kutta
aplicado a cuatro ecuaciones diferenciales linea-
les

e Funcién de Euler.

% Funcidén para Euler aplicado a cuatro ecuaciones
diferenciales

function [t,x,y,z,w] =feulerd4(f,g,e,v,t0,tf,x0,y0,z0
,w0,n) YNombre de la funciédn

h=(tf-t0)/n; % tamafio de paso

t=t0:h:tf;?% vector que inicia en t0 aumenta en
h y llega a tf

x=zeros(n+1,1); % almacena en una matriz de n
+1 filas

%y 1 columa las iteraciones

y=zeros(n+1,1) ;% almacena en una matriz de n+l
filas

%y 1 columa las iteraciones

z=zeros (n+1,1) ;% almacena en una matriz de n+1
filas

%y 1 columa las iteraciones
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w=zeros(n+1,1) ;% almacena en una matriz de n+1
filas

%y 1 columa las iteraciones

x(1)=x0;% Condicidén inicial

y(1)=y0;% Condicidén inicial

z(1)=z0;% Condicidn inicial

w(1)=w0; % Condicidén inicial

fprintf ('Tamafio de paso: ');

disp (h)

X=zeros(n+1,5) ;

for i=1:n+1% Calculo por metodo de Euler
x(i+1)=x (i) +f(t (1) ,x(1),y(i),z(i),w(i)) *h;
y(i+D)=y(i)+g(t(i),x(i),y(1),z(i),w(i)) *h;
z(i+1)=z(i)+e(t (1) ,x(1),y(i),z (i) ,w(i)) *h;
w(i+D)=w(i)+v(t(i),x(i),y(i),z(i),w(i))*h;

X(i,:)=[t(i) x(i) y(i) z(i) w(i)];

end
W=array2table (X, 'VariableNames',{'t' 'x' 'y' !
z ! 'W'});
disp (W)

t=1linspace (t0,tf,n);
m=questd1g('EMPEZAR ANIMACION', 'MENSAJE 1')
if strcmp(m, 'Yes');

for j=1:1length(t) /Crea la grafica con los
valores obtenidos
hplot(t(1:3),t(1:j),'y"', 'Linewidth ',2);%Le
da color y grosor

ha la grafica
plot(t(1:j),x(1:j),'r', 'Linewidth',2);
plot(t(1:j),y(1:3),'y"', 'Linewidth',2);
plot(t(1:j),z(1:j),'m', 'Linewidth',2);
plot(t(1:j),w(l:j),'c', 'Linewidth',2);
pause (0.000001)
hold on




axis ([t0,tf,0,4.1]);

grid on

title ('Funcion de valores iniciales DA
Titulo de la grafica

xlabel ('Tiempo');

ylabel ('Valores para la funcidn');

end

legend ('x(t) Euler',6'y(t) Euler',6'z(t) Euler','
(t) Euler');

% Pone la leyenda a cada grafica solucion

hold off

end
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W

ee Programa de Euler aplicado a cuatro ecuaciones diferenciales lineales.

%Euler aplicado a cuatro ecuaciones diferenciales.

clc; % Limpia pantalla.

clear ;% Variables.

clear all;’ Elimina los datos que existan en el
fichero.

tO=input (' Ingresar el tiempo inicial: ');7% input se
utiliza para asignar

% el valor de una variable.

tf=input (' Ingresa el tiempo final: ');

n=input ('Ingresa el nimero de intervalos: ');

x0=input (' Ingresar el valor de x en el tiempo
inicial: ');

yO=input (' Ingresar el valor de y en el tiempo
inicial: ');

z0=input (' Ingresar el valor de z en el tiempo
inicial: ');

wO=input (' Ingresar el valor de w en el tiempo
inicial: ');

f=input ('Ingrese la funcidén (entre apostrofes) f =
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)5

g=input ('Ingrese la funcidén (entre apostrofes) g
)5

e=input ('Ingrese la funcidén (entre apostrofes) e
)

v=input ('Ingrese la funcidén (entre apostrofes) v
)5

f=str2func(strcat('Q(t,x,y,z,w) ',£f));%0(t,x,y,z,w)
se utiliza para pegar a la

%funcidén introducida y asi Matlab la reconozca como
una funcidn.

g=str2func(strcat('Q(t,x,y,z,w) ',g));

e=str2func(strcat ('0(t,x,y,z,w) ',e));

v=str2func(strcat('Q(t,x,y,z,w) ',v));

[t,x,y,z,w]l=feulerd4(f,g,e,v,t0,tf,x0,y0,2z0,w0,n); %
Introduce en la funcidn
%realizada los valores adquiridos anteriormente.

e Funcion de Runge-Kutta.

% Funcidén para Runge-Kutta de orden 4 aplicado a
cuatro ecuaciones
% diferenciales.

function [t,x,y,z,w] =f4r_k_4(f,g,e,v,x0,y0,2z0,w0,t0
,tf ,n)

format long

h=(tf-t0)/n; % Tamafio de paso.

t=t0:h:tf; ) Vector que inicia en t0 aumenta en h y
llega a tf.

x=zeros(n+1,1) ;% Almacena las iteraciones en una
matriz de n+1 filas

%y 1 columa.

y=zeros(n+1,1) ;7% Almacena las iteraciones en una
matriz de n+1l filas

%y 1 columa.

z=zeros(n+1,1) ;% Almacena las iteraciones en una
matriz de n+1 filas




%y 1 columa.

w=zeros(n+1,1) ;% Almacena las iteraciones en una
matriz de n+1 filas

%y 1 columa.

x(1)=x0;9% Condicidén inicial.

y(1)=y0;% Condicién inicial.

z(1)=z0;% Condicidén inicial.

w(1)=w0;% Condicidén inicial.

fprintf (' Tamafio de paso: ');

disp (h)

X=zeros(n+1,5);

for i=1:n+17% Calculo por metodo de rk4.
mi=f(t(i),x(i),y(i),z(i),w(i));
kl=g(t(i),x(i),y(i),z(i),w(i));
nl=e(t(i),x(i),y(i),z(1i),w(i));
ol=v(t(i),x(i),y(1),z(i),w(i));
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m2=Ff (£t (i)+h/2,x(i)+(h*m1) /2,y (i) +(hxk1)/2,z (i) +(

h*n1)/2,w(i)+(h*o01)/2);

k2=g(t(i)+h/2,x(i)+(h*m1) /2,y (i) +(h*k1)/2,z (i) +(

h*n1)/2,w(i)+(h*ol)/2);

n2=e(t(i)+h/2,x(i)+(h*ml1) /2,y (i) +(h*k1)/2,z (1) +(

h*n1)/2,w(i)+(h*ol)/2);

02=v(t(i)+h/2,x(i)+(h*m1) /2,y (i) +(hxk1)/2,z (i) +(

h*n1)/2,w(i)+(h*o01)/2);

m3=£f(t (i) +h/2,x (i) +(h*m2) /2,y (i) +(h*k2)/2,z(i)+(

h*n2)/2,w(i)+(h*02)/2);

k3=g(t(i)+h/2,x(i)+(h*m2) /2,y (i) +(hxk2)/2,z(i)+(

h*n2)/2,w(i)+(h*02)/2) ;

n3=e(t(i)+h/2,x(i)+(h*m2) /2,y (i) +(h*k2)/2,z (i) +(

h*n2)/2,w(i)+(h*02)/2);

03=v(t(i)+h/2,x(i)+(h*m2) /2,y (i) +(h*k2)/2,z(i)+(

h*n2) /2,w(i)+(h*02)/2) ;

m4=f(t(i)+h,x(i)+h*m3,y(i)+h*k3,z(i)+h*n3,w(i)+h

*03) ;
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k4=g(t(i)+h,x(i)+h*m3,y(i)+h*k3,z(i)+h*n3,w(i)+h
*03) ;

nd=e(t(i)+h,x(i)+h*m3,y (i) +h*k3,z(i)+h*n3,w(i)+h
*x03) ;

04=v(t(i)+h,x(i)+h*m3,y(i)+h*k3,z(i)+h*n3,w(i)+h
*x03) ;

x(i+1)=x(i)+(h/6) *(m1+2*m2+2+*m3+m4) ;
y(i+1)=y(i)+(h/6) *(k1+2xk2+2%k3+k4) ;
z(i+1)=z(i)+(h/6) *(n1+2%*n2+2%*n3+n4) ;
w(i+1)=w(i)+(h/6)*(01+2*%02+2*x03+04) ;

X(i,:)=[t(1) x(i) y(i) z(i) w(i)];
end
W=array2table (X, 'Variablellames' ,{'t' 'x' 'y' 'z' ‘'w!'
});% Crea y almacena
%una tabla con los valores obtenidos.
disp (W)

t=linspace(t0,tf,n);
m=questdlg (' EMPEZAR ANIMACION', 'MENSAJE 1')
if strcmp(m, 'Yes');

for j=1:1length(t)’ Crea la grafica con 1los
valores obtenidos.
hplot (t(1:j),t(1:j),'w', 'Linewidth ' ,4);
plot(t(1:j),x(1:j),'r', 'Linewidth',2);
plot(t(1:j),y(1:3),'y"', 'Linewidth',2);
plot(t(1:j),z(1:j),'m', 'Linewidth',2);
plot(t(1:j),w(l:j),'c', 'Linewidth',2);

pause (0.000001)

hold on

%haxis ('auto ')

axis ([t0,tf,0,4.1]); /Determina los valores
de los ejes del plano.

grid on

title ('Problema de valores iniciales'); %
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Titulo de la grafica.
xlabel ('Tiempo');
ylabel('Valores');

end

legend ('x(t) RK4 ','y(t) RK4', 'z(t) RK4','w(t)
RK4') ;

% Pone la leyenda a cada grafica solucion

hold off

end

ee Programa de Runge-Kutta aplicado a cuatro ecuciones diferenciales linea-
les.

% RK4 aplicado a cuatro ecuaciones diferenciales.

clc; % Limpia pantalla.

clear; % Variables.

clear all;’ Elimina los datos que existan en el
fichero.

tO=input ('Ingresar el tiempo inicial: ');% input se
utiliza para asignar

% el valor de una variable.

tf=input (' Ingresar el tiempo final: ")

n=input ('Ingresar el numero de intervalos: ');

x0=input (' Ingresar el valor de la funcidén f en el
tiempo inicial: ');

yO=input (' Ingresar el valor de la funcidén g en el
tiempo inicial: ');

z0=input (' Ingresar el valor de la funcidén e en el
tiempo inicial: ');

wO=input (' Ingresar el valor de la funcidén v en el
tiempo inicial: ');

f=input ('Ingrese la funcidén (entre apostrofes) f = '
)5

g=input ('Ingrese la funcidén (entre apostrofes) g =
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)5

e=input ('Ingrese la funcidén (entre apostrofes) e
)5

v=input ('Ingrese la funcidén (entre apostrofes) v
)5

f=str2func(strcat('Q(t,x,y,z,w) ',f));%0(t,x,y,z,w)
se utiliza para pegar a la

%funcidén introducida y asi Matlab la reconozca como
una funcidn.

g=str2func(strcat ('0(t,x,y,z,w) ',g));

e=str2func(strcat ('Q(t,x,y,z,w) ',e));

v=str2func(strcat('0(t,x,y,z,w) ',v));

[t,x,y,z,wl=f4r_k_4(f,g,e,v,x0,y0,2z0,w0,t0,tf,n); %
Introduce en la funcidn
%realizada los valores adquiridos anteriormente.




Bibliografia

[1]

2]

13l

4]

[5]

6]

7]

18]

[9]

Andrés L. Granados M., METODOS NUMERICOS, Editorial
Digiteria, 2016.

Dennis G. Zill, Ecuaciones Diferenciales con Aplicaciones
de Modelado, Sexta edicion, International Thomson Editores,
1997.

Dennis G. Zill, Ecuaciones Diferenciales con Aplicaciones de
Modelado, Novena Edicion, CENGAGE Learning, 2009.

Edwards C.Henry, Penney David E. Fcuaciones Diferenciales
y Problemas con Valores en la Frontera, Computo y Modelado,
Cuarta Edicion, PEARSON Prentice Hall, 2009.

Gabriel Lopez Garza y Fco. Hugo Martinez Ortiz, Ecuaciones
Diferenciales Parciales, Universidad Autonoma Metropolitana,
Campus Iztapalapa.

George F. Simmons, Steven G. Krantz, Ecuaciones Diferencia-
les Teoria, Técnica y Prdactica.

HANS F. WEINBERGER, Curso de Fcuaciones Diferenciales
en Derivadas Parciales con Métodos de Variable Compleja y de
Transformaciones Integrales, Editorial Reverté, S.C.

Jerrold E. Marsden, Anthony J. Tromba, Cdlculo Vectorial,
Pearson Addison Wesley, 5ta. Edicion.

KAJ L. NIELSEN, Serie Compendios Cientificos Ecuaciones
Diferenciales, CECSA.

91



92

BIBLIOGRAFIA

[10] Paul Duchateau, David W.Zachmann, Ecuaciones Diferencia-

les Parciales, Serie SCHAUM.

[11] SHOICHIRO NAKAMURA, METODOS NUMERICOS
APLICADOS CON SOFTWARE, PRIMERA EDICION,
PEARSON Educacion, 1992.

[12] Steven C. Chapra, Raymond P. Canale, Métodos numéricos
para ingenieros, Quinta Edicion, AMGH Editora Ltda., 2008.

[13| https://www.universoformulas.com/fisica/dinamica/leyes-
kepler/

[14] https://www.universoformulas.com /fisica/dinamica/leyes-
newton/

[15] https://www.universoformulas.com/fisica/dinamica/ley-
gravitacion-universal /



